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ПРЕДИСЛОВТЕ. 


Соотавлоще этого курса вызвано новою программою ма- 
тематики дополянтельнаго клиьса резльныхь училищь. При 
зоставлени курса я старался изложить т осповныя начала, 
на которытъ зиждется весь анализъ безконечно малыхъ, съ воз- 
ножною строгостью, дабы ученикамъ реальныхъ училашщь про- 
шедшимъ программу допоинительнаго класса, не прицилось 
переучиваться ‘въ тЬхь  вывнихъ учебныхь заведетяхъ, въ 
коихъ они будуть продолжать образоване. При изложения 
старалоя касаться нЪкотор ыхЪ вопросовъ, оъ которыми ученики 
хотя ивотрёчалась въ предыдущихь классахъ, но которыхъ они 
не могли изучить съ досталочною законченностью. 

Ивучене выслгаго анализа требуетъ иразильнахто предетав- 
лешя ‘объ иррацюнальномъ числ. На основан и оого я иачинаю 
куроь съ „Основан: твори нррацтональныее чиевль“, оовЪщая ве 
многочисленными прямфрамн и посвящая ей Тю клаву. 

Ирралповальное число ризоматриваетоя, какъ число, опре- 
дфленное системою посл В довалельноетей; (н„) нм (м’„), члены 
коихь удовлетворяють нфкоторымъ услошямъ. Хотя въ про- 
трамыв и ие указано прохождеше твои ирращопальныхь чй- 
сень, но, конечно, предполагается, что ученики, приступающ!е 
къ изученно „Основъ анализа", имфють продетавлен!е объ ирра- 
зцонаньномь чволв въ той или ‘иной форм. Ученв объ ирра- 
нальномь чнол» должно предшествовать ученя о предл, 
ибо самое поняте о нредзяв перемЪинаго числа уже зребуегь 
ионямя объ иррымональномь чнол®. 

Глава вторая посвящена „ученю о яредюлль“, Параграф 
ТУ этой главы, заключающ]И „тризноки существованя пре- 
дела“ и „монятив 0 высшей и. низшей зраницажа перечне 
числа“ и доказательства существоваля этихь границьъ, можеть 
Фыть пропущенъ при первоначальном изучени, 


Глава третья посвящена „Излиеренйю величины вообще“ 
и „пропорональности“. Въ этой главЪ дается общ! признак 
пропорщональности и его приложея къ геометрии. 

Глава четвертая содержитЪ: „изливрендя длины дузм охруме- 
‘ности, площади нруга м его частей, повертностей и объемовь ци- 
линбра и конуса вращеня шара н во частей“, 

Глава пятая заключаеть „понятия о функшёяаь вообще“. 

Глава шестая посвящена выясненио основваго: повятя 
0 „нейрерывности фуници"“. Въ кей изложено 

* 81. Понятае о непрерывности, Въ злом параграфЪ зо- 
туть быль опущены №4 158 п 159, относяцуася жъ раенолиер- 
ной непрерывновти; понят о равломфрной непрерывности необ- 
ходимо при ‘предотавлеми опредфленнаго интеграла въ вид» 
предфла суммъ; если, слЪдовалельно, такое предотавлене, не 
будеть даваться учевикамъ, то понят!е о равкомфрной непре: 
фывности окажется излишнимт.. 

$ П. „Призеры менрерывныеь функций. 8 "Ш. „Прилиеры 
разрывовь“. 8 ГУ. „Безконечность“. 8 №. „Возраспииощия в убы- 
чаюийя функция. 8 УТ. „Графичесное изображена функц. $ УП, 
„Овойстви непрерывных функц; Въ этомъ параграфЬ оспоз- 
ов’ свойство непрерквпой функи“: „еелы Г (ш} есть фучкщя 
непрерывная в область арзументе: а: 36, то она чнтеть 
любое значенце, заключенное между [(а) и [(Ъ) для одною или нп. 
вкольниеь значений артумента т, лежоцуихь меоюду а и 6“, иетол- 
ковано геометрически н доназано дналитичееки; аналитическое до- 
казательство не указано въ программ и можеть быт, опу- 
ео; зочно также можеть быть выпущено аналитическое дока- 
залельство теоремы „о существоваи изибольштаго и наимевъ- 
шаго значенш функщи /(%), непрерывной въ облаети аргу- 
мента: а= хз“; и оставлено геометрическое истолковаше тео. 
ремы. $8 УШ поевященъ. теорем объ „Обратимости функц, 
8 ГХ. Обритныя крузозыя функии, Онф не указание въ программ, 
$ Х. Фунющя лиариомическая, Въ этомъ параграфВ указано суще- 
етвоваыо логариема положительнаго чнола и сушествоваяе 
числа, боотьзтохвующаго данному логариему; эдфсь же изло- 
жены свойства логариемовъ и описана „натуральная виетеми 
логарио.мов“, 

Глава седьмая заключаеть „вронаводныя и дифференуилы 
фуниии". Она соотоить изъ слбдующихь параграфовт: 


в 


$ Е „Пронавойныя и днфференийиль функцией“. 8 Ц „Правила 
Зифференцированя“. 8 Ш. „Произзодныя и дифферениаль сложной 
и обратной функца“. $ 1. „Производныя  ц дифферениалы 
некоторые функций". Въ этомь параграфЪ могуть быть опу- 
щены; Г) замъчаны о отецени 2? при отрицалельномт, аргу-^ 
менть 2 (№ 230); 2) „отецень 07“; 8) производных врконнуса 
(№ 234), аркковинуса (№ 236), арктангевса и арккоталгенса 
(№ 238), ибо эти статьи не заключены въ програмы. $ \№, 
„Раблица овновныль форуль“. 8 УТ „Нькоторые ярниюры в 
залльнийя“. $ МИЬ. „Ироизводныя и дифферениалы высшить 
поряйковз“. Этоть параграфь можеть быть опущенъ, камъ 
певошедийй зъ программу. ` 


Тдава восьмая посвящена „Ласательниме кз кривымь 
 выменению мезонимескаго значеная произвойной“, Въ втой гааву 
можеть бнть опущень $ \`, относянйся-къ „прямолянойяымъь 
песимитотамь плоскихь привыху“, какъ нв вошеллий въ про- 
грамму. 


Тлаза девятая содержить изломене „Уеирены Голая 
1 форлимь Лаарачоки и Поши“. Твоем Ролля даны геометрическое 
потолкознив ‘в аналитичесное. дохазательство; поолднее можеть 
быть оцущено, какт, не вошедшее вь программу; въ этой же 
главз изложены „признаки возрастаня и убывавя функц“. 


Тлавь десятая содермить вычиеленя синусов, ко- 
онпувовь, логариемовъ м числа т; глава эть не нала мЪета 
въ програмыЪ и можеть быть опущена, 


Гиаза одиннадцатая посвящена „Выражейяиь, при- 
зиомаищииь  неопредьленную фору“, и, какь невошедшая въ 
программу, можеть быть опущена. 


Глава двёнадцатая содержить „Еамдольнёя и чоьменьиия 
значемя функий“. Вобыъ теоремамт, эт аРоЙ тглазЪ ваключен- 
нымъ, ЛАВЫ геометричесйя истолкованая и аналитичесня дока заналь. 
тва, посиъдЕа, какъ неваключенныя въ программ, могуть 
быть опущены; въ этой гавв» ивложены 26 задачъ о©ъ гра- 
фичоскими изображешямни нЪкоторыхъ изъ иихъ. 


Тлава тринахцатая оздерлентъ „Понллия объ интегрилен, 
злавнейния изъ свойства м вычивлеща площавйч. Программа, 
относящаяен къ этому отд®лу, досталочно неопредфлениа. 


Ви 


Мознво ограничиться слздующими №): 379 (поняте объ инте, 

прадь /'7(е?аз 380 (нъеколько примзровъ); 381 (обобщене 
й 

поняйя о площади), 382 (производная алгебраической площади) 


р 

383 (геометрическое предотавлене интеграла Дгеезазузв1 (ве. 
Й 

опредфленный интеграль, частные мнтегралы); 388 (выразене 

опредвденнаго интеграла черезъ какой нн есть изъ частныхъ); 

391 (задача интегрировануя), 395 (основныя формулы) и 407—411 

(вычиолене площадей). Все остальное можеть быть опущена. 

Изложенное показываеть, что мног!е вопросы, не вошедийе 
въ программу, разсмотрёны въ этой книгВ. Они изложены дия 
любознательныхь учениковъ. 

При составлен и этой книги я руководетвовался: лекщнми 
академика Н, Я. Сонина, читанными на Высшихъ Женскихь 
Курсахъ; лекщями академика А. А. Маркова, читацными въ 
С.-Петербургокомъ Университет; сочинеяемь профессора, К. 
А. Поссе: „Куроъ дифференщальнаго и интесральнаго иечи- 
слен“ и сочинещемъ А, бепоее В: „Дифференщальное исчис- 
леше и основы интегральнаго исчиснена“, изданиыыт 0. Реало. 

Н, Билибинъ. 

[. Октября 1907 г. 


Программа „ОсновазйЙ анализа безконечно малыхъ“ 
для дополнительнаго илаоса реальныхь училищь. 


(Журваль М-ва Н. П., январь, 1907}. 


Наименоване статей, Соотвфтотвующе №№ книги. 


1. Осповашя учешя о продълахъ. ... 58 — 74. 
2. Приложенше ученя о предлахь къ изм. 

рено длины окружноети, площади круга, 

поверхностей и объемовь цилиидра, ко- 

нува и шары. еее. 96 — 134. 


3. Предьль отношемя ее при стремле- 


а п: ль нулю. ПредЪаъ бинома, | 1 т } 


при неограничепномь возрасташи я. 
Натуральная  оистема  логариомовъ, 
Модуль еее еее 
4. Поремфниная незавионуая (аргументь) и 
зависимая (функшя). Явная н пнеяввая 
функщи. Непрерывное измВнеие аргу- 
мента (еее 135 — 149. 
5. Поня о непрерывности функщи для 
даннато зпачентя аргумента н дляданной 
области аргумента: ПримЪры мепрерыв- 
выхь функцие, функщя а". Геометричес- 
кое представлене функ! . . . . . 150, 155, 160 —179. 
6. Понянео производной и дифференща.тВ 
фуниии. Геометрическое н механичес- 
кое значен!е производной . .. . . 206—212, 248—251, 
215—285. 


75, 76, 201—205. 


У 


10. 


14. 


Проязводныя суммы, разности, произве . 


дения и частнато. ., . 213—220. 
Проиаводныя я дифференщаль слозкной 
функщи. Производная обратной функщи. 223—225. 


Произволныя фунвы!И: отепеяной, пока- 
зательной, лотряемичеокой и тригоно- 
метричеекихь. .. (с .226—229,238,235,237 
Геометрическое  предотавльнию свойства 
непрерывной функщи: „если функция 
непрерывна въ нЪкоторой области аргу- 
мента и на границахъ этой области 
иыЪетъ противоположные знаки, то она, 
обращается въ нуль внутриатой области“. 180 (18), 181, 182. 


. Геометрическое предотавлеме теоремы 


Ролля; теорема Лагранжа ... ; 286 (4), 289. 


. Призваки зозрастан!я иубывая фузвиин, 


Наибольшия и наимоньш!я значеня 

функц для данной области аргумента; 

ихъ разыскаяе , ....... о. 293—295, 339, 342, 
346, 347, 349. 


. Уравненя касательной и нормали къ 


данной кривой въ данной точкв: каса- 

тельшыя къ эллицоу, гиперболЪ и 

парабол%. . . . 262—271. 

Поняте объ опредфденном `нитеграль, 

Приложене къ опредзненю площадей, 

Попяе о неопредъленномъ нитегралЪ. 379—383, 387—389, 
394—400, 407—411. 


ОГЛАВЛЕНТЕ, 


ГЛАВА ИЯРВАЯ. 


Основашя теорм ирращональныхь чиселъ. 


ст». 
$ 1, Поольдовательнооти. Систомы поолфдовалевьноетей .. . 1 
$ П. Прюгары слетомъ послвдовательностей. ‚о. - .. 
$ И. Накоторыя свойства онетемъ посиздовалельнослей. ., .,. 10 
$ [№. Числа, опредъияемыя системами посл довахельностей. ... ы 
$ У. Дъйотмя наш чиолами, опрехоленнии © системами посл дова- 
тельноетей ..... -.` ВА 33 
$. Повтвдоилельности пураоныльныхь чисел ее. - 87 
ТЛАВА ВТОРАЯ. 
Основаюя ученя о предфлахъ. 
$ [. Ноните о продыеь. Примеры. . - . ат 
$ Ш Таоремы, олужадуя для вычисленя продвтовь . 55 
$ ПЕ. Основа цалуральныхь логариемовь. .°. 50 
$ ГУ. Признаки существовавя предвль. Высптая п зттая 1 границ 
первыфинаго чиоль еее -ое с 
ТЛАВА ТРЕТЬЯ. 
Изибрене величин вообще. Пропорцюнальность, 
14 


$ (|. Лоцяно объ измрежи величинъ,. . ., - (... . 
х И Отволтене аначенй одной и той же величины. Пропорщональ. 


НООТЬ еее неее . 


= 


УИ 
сть. 
ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


Измёреня длины дуги окружности, площади. круга и его частей, поверх- 
ностей и объемовъ цилиндра и конуса вращеня, шара и его частей. 


8 | Измвреше длины дути окружности. Чноло х сс се В 
$ Ц Изыбрене круга и ого частей. ... еее 8 
$ 1. Измвреме поверхности цилиндра вращены . . ле 95 
8 ПУ. Изиёреще поверхносоли копуса. ... и. 
$ \, Изыфрюн поверхностей шара и вид чаотбй, Г (т 
$ \. Объемь цилиндра. ‚еее еее еее 108 
$ УИ. Объемь конува. . . еее еее 
5 У. Объем» шара и его частой еее № 


ГЛАВА ПЯТАЯ, 


0 функшяхъ вообще 


$ 1. Аргумвыть я бунющя еее 8 
& Ц, Клавонбикащя фуннцй ее. О 


ТЛАВА ШЕОТАЯ. 


Непрерывность функщй ‘и ихъ графическое изобрамене. 


& т Поняше о непрерывности › (сое еее 9 
$ 1 Примфры непрерывныхь фуниинь, еее 196 
$ Ш. Прамъры разрывов, ее. (. . 10 
$ [№ Везхонечиоеь . . . еее. 1% 
У Бовраотющия и убмвмония фунниы, ен е. 
$ У. Графическое изабражетте функ сс 4% 
& УП. Свойства непрерывныхт функц. Пилибры. еее м 
& Ш, Обралимоеть фунидИ. еее еее 154 
$ ТХ 0брашыя круговыя функции. еее еее 18 
$ Х Фунющи погариемичевкая. оне 


ГЛАВА СВДЬМАЯ. 
Производныя и дифференщалы фунящй. 
$ т. Пожямх о проводной м добер еее 1 


$ П. Правила дифференцированы. ... ... № 
$ ПТ. Пронаводныя и дифференщалы сложной 1 т ображной фувкдий . 182 


р 


и 
$ 1. 

1%. 
5%. 
$ УЕ 


З%Н. 


. Ныкоторые примфры и замчашя , 


Пронзводныя и лифференщалы нзкоторыхъ Фузши 
Таблица основныхъ формулъ. .. -. 


ГЛАВА ВОСЬМАИ, 


Касалельныя нъ кривымъ. Механичесное значеше производной. 


Цасательныя къ кривымъ ‚ . . 

Эянинет , ИЗ 
тигорвожь ‚ое. 
Ипрабола. . .. .. 
Прямонинейныя левимитоты плоских ирирык». 
Механичостое зкачен!е производной . 


ТЛАВА ДЕВЯТАЯ. 


Теорема Ролля. Формулы Лагранжа и Коши, 


. Теорема Ролля . . оз еее 
. Формулы Лагранжа и Коми (..: ИА 
. Признаки дозрастани п убывания фунвии. 


ГЛАВА ДЕСЯТАЯ. 


Вычисленмя синусовъ, носинусовъ, логаривмовъ и числа т. 


. Вычиелеше сивусоръ и косннусовт. . 
. Вызнояене логарнемонь . 

. Вычисдене функщи в” 

г. Вычислев!6 числа в. , 


ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 


Выражения, принимающ неопредфленную форму. 


Опрадвленя ое, 


. Неопредвленноеть вида: о . 


Иаовредфленность внда: Я 


Разыекае нетинныхь значеюй при помощи рядов 


. Геометрическое значен!е производной и оферта фукыши . 


. . ос 
. Неопредвленныя зыражвнля, приводященся к% фи, и. 


197 


207 
210 
2 
218 
221 
209 
219 


281 
237 
240 


286 


се. 


ГЛАВА ЛВЪНАДЦАТАЯ. 


Наибольшя и наиненьия значения функц. 


310 


Г. Онредвлешя. Теоремы , 
. 820 


$ 
$. Призёры 


ГЛАВА ТРИНАДЦАТАЯ, 


Понятя объ интегралахь. Главнёйшя ихь свойства. Вычислеще площадей, 


$ 1, Опредъуснный ннтеграшь. Его геометрическое истолковате 363 
$ Н. Нвопредфленный интегрышь. Чаетные инзегравы. 5... 832 
$ ПГ. Опредёлентые интегралы съ безконечиыми предъхами. .,‚ . 388 
УГ. Формузы и словобы, снужаще для нахождены нитегрелоть. . 898 

.. . 40 


$ №. Вычполеше площадей. 


ОСНОВАНТЯ АНАЛИЗА БЕЗКОНИЧНО МАДЫХТ. 


ГЛАВА НЕРВАЯ, 
Основаяйя теор! а ирратональныхь чисель, 


ФТ, Постфдоватольновти. Системы посладовательноетей, 


1. Рац1ональныя числа. Числа цфлыя, включая сюда 
и вуль, н дробкмя, какъ попожательныя, такъ и отрицаятельныя, 
называются ращональными числами. Цлыя и положительныя 
числа. называются, въ частности, натуральные, Модулель числа 
в называется его абсолютное значенте; онъ означается знакомъ 
| | такъ что, наприм®рь, |--5|==5, |--9|2=7; и м. п. 

2. Растцирен{е понят я о числ, Нкоторые малематиче-° 
се символы могуть неим®ть рашональныхь зкачен!. Прим- 
ромъ служить символь у 4; для нЪкоторыхь значены! числа 
А опъ ие иметь рацональныхь аначен, ибо не всякое зна. 
чее 4 ‘представляеть 298 степень ращональнаго числа. 
Для обобщения понятШ, означаемыхь подобными символами, не- 
обходимо расширят» предетавлене о числ». Настоящая глава 
н посвящена этому расттиреню. 

3. Посл довательиости раональныхь чиселъ. Бев- 
граничный рядъ ралональныхь чиселу: 


Ч На М са Мы сто 
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слёдующихь другь за другомъ по н®которому опредъленному 
закону, пазывается послдовательностью. Каждое изъ чиселъ, об- 
разующихь послфдовательность, навывавтоя вя членом». Членъ 
ив называется общим членомъ послздовательности, если зна- 
чекь ® означаеть всякое натуральное чнело. Общий членъ 
представляеть, слёдовательно, перемфнное число, и каждый 
хленъ посл довательности эсть одно изъ его значенй. 

Послвдовательиость, общ членъ которой есть и», будемъ 
означать символомъ (и). 

ПримВромь посдЪдовательности мознеть служить посл%- 
довательность: 


0, %; 0, 22; 0, 292; 0, 2908;... 


обпий членъ которой есть и == 3 00— 1): 107. 


4. Системы совмфотныхь послёдоватеньностей. 
Если члены двухъ послёдовотельностей (и„) и (и) удовлетво- 
ряють сльдующинъ условямъ: 

1°. Каждый членъ поолёдовательности (и) мене казидаго 
члена т обаЬдовететУооти (#1). 

.. Разность №',--и, двухъ соотвВтетвующихь членовь, 
начиная съ нВкоторой и,-— м», становится и продолкаеть быть. 
менфе всякаго заданнаго положительнато числа а, т.е. нера- 
венство’ , — 1 «я 
имфеть ршене: и ==, 10 говорять, что  поол®довалельности 
образують систему совлизстньле посливдовательнастей, которую 
означають символомъ (ид, м’„) и называютъ: поолдовательность 
(из)—низщею, в посл довательность (м’„)-—выешею, 

5. Замвчан!ю. Пели повлидовательноети (ин) № (и) обра- 
зують сивтему (ил \'ь), то послюбовательновти (—1,) и (— ин) 
образуютв систему (—м», — ив), ибо: 

1°. Нели чр Зи то 1; Уф и 

2°, Неравенство : и’, — ия можеть быть перепиовно 
такъ: (—и) — (—,) < 

8. Система посивдовательновтей; неубывающей и 
невоврастающей. Если члены послёдевательности (и») удо- 
влетворяютъ условно: 


9 54 Е: 3... БИ Е... 


то послфдовательность называется неубывающею, 
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Если члены посяфдовательностн (м’.) удовлетворяють 
условно: 


ой 


/ и. ми =. 
ое в Ире рис. с 


то послёдовательность называется невозрастииющею. 

Если вти послфдовательности таковы, что яосюдый членъ 
послвдовательностн (и„) менфе соотв тетвующало члена, посл%- 
довательности (н’,), то ‘каждый членъ поельдовательноетьв (4) 
меньв каждаго члена послтдовательноеть (и’„), ибо! 


18. р аоны ЗАр-нь Мо з Ире Мыь ... 
29. Ир ри Ир... 


Если эти послВдовательности таковы, что разность &„— Ин 
монфе « для и, раваго никоторолу №, Т-6. и’-икч5 и, то’ для 
веянаго п, большого №, подавно и„—и„ а, ибо 


ии И рана Дия в 


Отеюца слЬдуеть: если послебдовательномиь (и) чеубы- 
велощая, повледовательность же (и’„) невозрастоющая, причель 
<, и разноеть ии, 2дъ В есть некоторое опредвлен- 
ное натуральное число, то оне образують систему. 


$ П, Примёры сиотемь посл доватольностей. 


7. Примръ. Разслютримь полооюительное рацональнов 
число И, Значенежь этою чиела съ точностию 90 № съ’ недо. 
стазкомь (избытколь) называется наибольшее (нациеныиее) крат- 
нов числа й, не превычитощев (превъинающев) числа 0. Обоана- 
чивЪ козффищенть кратности (натуральное число) буквою х, 
получимтъ, для значетя съ недостаткомъ, произведене йз, 
причемъ, по опредЪленио, 


пр «ве, олкуда акб ча, 


т.е. коэффищенть кратности предотавляеть ‘паибольшее нату- 
о 
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ральное число, заключениое въ числ» 2. Означимъ его 


символомъ: 0. 


р й 
Итакъ, Аи. „Их. 
Значеню съ избыткомъ представится такимъ обравомъ: 


Жане ИЕ) 


Примеры 1°. = Е == 4.21 з = 7} 
(3) 
27 _ 2 34 
г Я 5 из; 
=) : 


Ж ви 


3 


—2 
ть В. 


Раземотримъ тенерь дв% послёдовательности: 


нев Ир ый, (вы рн, (И-Е1) 
. 


ТДВ Ян 65 возрастанемь значна т безграрично убываенеь, т. в. ста- 
новитея и продоложаеть быть мение всякаго заданнаю положи- 
чпельнато числа <, 


Послждовательноети эти образують снотему, нбо: 
1, По опредфленю: „< и м’,> 0; слЖдовательно, м’, >, 


30, Равность и„-—и<.а прн ий; ибо она равна Йа Й», По 
условшо, безгранично убываеть, т, 'е. ‚< при п;.й. 
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т 


Взявт, напримвръ, = и Е, ТВ п=19 8... Шо- 
лучимъ систему: 


8, 


? 
ИЕ 


образа 
]т Еее ЗАВ К: ТОМ 
[плаза ачов 
орт ю. 


тавоматризая которую, видимь, что 06%’ посл довалельности 
то возрастаютъ, то убывають. Ввявъ же, для той же дроби 3, 


т 


наприм® ръ т образуемъ систему: 


10, 4: 0, 4; (, 428; 0, 4895. ... 
| 0, 5; 0, 28; 0, 49%; 0, 4986;... 


зь которой первая послЪдовательность яостоянно возриетаеть, 
вторая—постояжно убывает, 


8. Примёръ. Арнометическымь т-овыме корнень положи- 
эпальнао числа А въ точностью д0 № вв недовтатномь (избыт- 
кома) называется наибольшее (наименьшее) краилнов числа №, товая 
степень которазо че превьциаениь (превылилет”) 4, зе 


„ 
Обозначимъ корень съ недостаткомъ онмволомъ: у А. “Наз- 
) 


завъ кооффищенть краткости (натуральное чиело) буквою х, 


получимт: у №0, причемь, по ‘опреджленю, 
( 


АКИ 1 отсюда ит г «ее 1у, 
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т. е. ватурельное число < есть наибольшее кратиое числа Ь, 


Е 
7-овая степень котораго ие превышаеть числа и ‚те. 


ИЙтакъ, 


, 
Корень съ избыткомъ представится такъ: (+ Ух +1 )- 
[С 


= ат” В 
з 8050 Е 
Наприм%ръ, у == и =оя у 428 0,1. 


А 


Равомотримъ теперь дв% посл®довательности, обще членье 
коихь суть: 


па. У ие д еы| У 4 :} 


и Л» С" 
тд% й„ безгранично убываеть по нзкоторому закону. 
Послбдовательности эти образуют систему, нбо! 

19. По опред®леню: и, < А, и” > А; олвдовательно, 
й 


” 
и 


и 


м” > «. и’ в, > о, (и) ( +..+ и" >09 


но второй сомножнтель есть чнело положительное, а потому 
и 


т.е; каждый членъ посшдовательности (и») меи%6 хаждаго. 
члена поолвдовательности (’„). 


2°. Такъ какь и’, — и, = й, причемъ й» безграннчно убы- 
ваеть съ возрастанемь п; то м — и; «а для п Ё. 
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- 
и? 


Разсмотримъ частный случай: Аа, 


1, == 
тдь п =12,8,4,... 
Посл®довательности (и») и (и’») образують снотему: 


2 
5 


4 5 
Я 


{ 
| 
| 


въ которой об послздовательноети то вовреотить то убы- 


вають. Но еслн возьмемъ, вапримЪрь, = и? 10, ДЛЯ А==2, 


10 
система будетъ такова: 


1; 14; 545 1414 14149; 
{ 2 15; 49; 6; 14148; ..- 


н въ ней первая послфдовательность постоянно возрастветъ, 
вторая—постоянно убывает. 


9, ПримЪрь, Посл довательности, обще члевы коихъ 


суть = ит, образують систему, нбо: 


т\- 

19. поолфдоватедьность | 1) неубывающая; 

22, послЪдовательиость #) хевозраотающая; 

3°. равность чРь — 4 = 1 < в. для воякаго #, большаго 2. 


Замфтныъ, что модули чделовъ обфихъ поолёдовательностей 
безгранично убываютъ. 


10. Примфръ, Разомотримъ дв послдоввтельности, 
® с 
общие члены хоихь суть: ин == [1 -- 2) хм +2 ГД 


п есть всякое натуральное число, 
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Поквжемъ, что поелдовалельности эти образують си- 
стему. И въ самомъ дёлЬ: 


19. Поелюбоветельноеть (из) есть поесльдовательность . по- 
стоянно возрастающая. И въ самомъ дфлЪ, возьмемъ неравен. 
ство: па"! (а—$} > ай — 5%, гдз в> 50, доказанное въ алгебр. 


Положивъ здВеь: а =1-- Ге 26=1- 1 ип >1, получимъ: 


ит ® 


(ны) > ый -О+ 


Гаскрывъ скобки въ правой части этого неравенства, пере- 
неся ея второй членъ въ львую часть, в лёвую-—въ правую, 
а 


правой части ва 


неравенство: (, + 1) >( 1 +5) 


которое говорить, что послёдовательность (и»„) постоянно воз- 
растающая, 


20. Поолтдовательновть (и’„) веть пооляьдовительноеть т9- 
стоянно убывающея, Разсмотримъ неравенство: 


пб (а < в, 


ТДВа>р>0. Сдфлавъ въ кемь предъидущя предположеня, 
получныь: 


или 


Взявь въ львой части биномъ (1+1) за скобки ин 
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замЪнивЪ въ  окобкахъ дробь мепьшимь  чиоломъ; 


Е =. получимт перазенотво: 


ъ 
#1 


я [т п 


(+ От) 


которое говорить, что послёдовательность (»’„) постолино 
убывающая. 
30. Разноеть м, — и» веть положительное чиело, при- 


цель и, —и,<я при п-»в. И въ самомъ дьлЪ! 


+ ъ а 


Чин == (1 + 1) (, | 1) (1 + т ) 45 промЪ сего, 
и а В 
(1-1) <(1-1) <(1+1, течь 
а потому и < &. 


‘ 


4 
Для того, чтобы т было мене с, досталочно взять 


п=й, ГД # > у ибо тогда „в < 1< 4:4, т.е. «а. 
, й 


Итакв, олЪдовательно, послздовательности (в) в (ч’,) 
образують ‘систему. Система эта играегь больную ‚роль въ 
математикЪ, какъ увидимъ впослдотви. 


11. Примёрь. Возьыемъ безграннчную арнеметическую 
непрерывную дробь: 


1 
а, -- 1 


«,-+ 


& т. . 


и образуемь ея поолфдовательныя подходация. 
Разсмотримъ двё посл довательности, оби члены коихъ 


суть: и„= 


10 ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


т. е. посл®довательности подходящихь нечетнаго и четнаго 
порядковъ. Послфдовательности эти образують систему, ибо; 


19. Послёдовательность (и„) постояняо возрастающая. 
%. Послфдовательноеть (и’„) постоянно убывающая. 


Р. р 
8%. №, — № есть положительное число, ибо 2 > 7, 
9» ^ @ыз 


4. ии, < при пт=ё; и въ самомъ дЪль: 


Ры _ Рьь 1 1 


о <-Е 
9, ра бы был и 


а потому, взявъ такое #, при котором @-:> Ут, и 
в 


№ бы > УТ. 


принявъ во вниман!е, что, при #2 р 


получиыъ: № __Р) 
Ч 


Итанъ, послфдовалельноети (из) и (и’»} образують систему. 


$ 11. Ивкоторыя овойотва систем послёдоватеньноотей, 


12, Послздовательности убывающуя безгранично. 
ПоеслЪьдовахельность (и») называется убывающею безаранично, 
«сли модули членовъ вя, начиная съ н®котораго их, ставовятся 
и продолжають быть менфе всякаго заданнаго числа а, т. в. 
неравенство: |и» |< я иметь рёшен!е: в =>, 


Примфромъ можеть служить посл%довательность: 


2 1 
ЗВ 


== 


Е 


ибо неравенство: 1 а будеть имфть М%ото, воли вовьмемъ 
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13. Свойство, ели въ сиетешть (из, №’) одна изъ повль- 
Эовательностей убывающая безгранично, то и друзая также убы- 
вающая безеранично, причемь члены низией (высшей) послзбдова- 
тельновтиь неположительные (неопутщательные), 

1°. Положимъ, это поолфдовательность {и„) есть безгри- 
нично убывающая. Неравенства: 


ое мы — < 
будуть имфть общее рёшен!е: ий, гд№ В есть иЪхоторое 


опред®ленное положительное число. 
Неравенства эти соотвфтотвеино даютъь: 


а а 
—5<\<5> мы, 4% для п 
Отсюда, приннмая во вниман!е, что м’,>и,, получимъ: 
к аа <, 
иди, подавно, аи, «а, т, [9%] <® дан вв а Это 
товорить, что  Придвьнытиооть (и’„) есть бевтравичао убы- 
зающая. 
29. Положимъ, наобороть, что послфдовательность (и’„) есть 
безграннчно убывающая! тогда, 
+ & в. 
| < = —%<5 ДЛЯ и 
Неравенотва эти соотв®тотвенно. дають: 
РЗ , “ ‚ 
< 8% — 5 < и» ИДИ, тЪъ болъе, а-я 


Отсюда, принимая во внимане, что мы получниъ: 


+. тн зерыамы +" <> 51 5, 


т.е. фе < Дия я 


а это говорить, что ‘поолёдовательноетв (ми) есть безграничио. 
убывающая. 
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8°. Положамъ, что въ послдовательности (и„) вотрВча- 
ются положительные члены и пусть одинъ изъ нихь есть %; 
чогда каждый членъ послвдовательности (и’„} будеть положи- 
тельный; олЪдовательно, 


чьи, р == |5 |} 0 > и, 


а потому 9 [ь | для всякаго т, 


т. в. модули членовъ послфдовательности (и’,) не убывають 
безгранично, что протизорзчить условю. Итакъ, вов члены 
поолздовательноети (н») неположительные. 

4°. Положимъ, что въ послЪдовательности (и’,) вотрьча- 
ются отрицательные члены, и пусть одинъ изъ нихь есть м/у; 
тогда, принимая во вниман!е, что, Гпри воякомъ и, и» 
заключавмъ, во-первыхъ, что м, есть число отрицательное и, 
во-вторых, что |, | >> |1», т. е. модули членовь послдова- 
‘тельности (и„) не убывають безгранично, & это противорЪчить 
условно. Итакъ, всз члены послВдовательности (и’,) неотрица- 
‘тедьные. 

14. Поолфдовательности неубывающйя безгра- 
вично. ПослЬповательноеть называется меубывающею дезора? 
нично, если модули членовъ ея, начиная съ вЗкотораго и», 
становятся и продолжають быть болфе одного и того же 
числа А, Нримфрами могутъ служить послфдовательности: 


2; 28; 228 2082,... 
3; 2,8; 2,28, 2,223; 
вх в 


15. Свойство. Ясли каждая изъ посльдовательностей си- 
«темы (и, и’) неубывеющая беззранично, то члены той и 
Зрузой. последовательноети, начиная въ нъкоторыяь, или. вет 
оложительныие, или веъ опутицательные. 

Дана система (4, #’,); въ которой посл®довательности 
{#) п (м',) не убызають безгравично, т. е. для которыхь имвють 
мото неравенства: ` 


[ив | 224 м", |[> 4, при #2, 
тд% А положительное число, отличное от нуля. 
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Положимъ: 

1. Члены поелфдовательноети (и’„), начнная съ нЪкотораго 
и’, предотавляють положительныя чнола. Покажемъ, что вс№ 
члены послфдовательностн (мм), начиная оъ нъкотораго, пред- 
ставятъ также поиожнтельныя числа. 

И въ самомъ дЪл%, предположимъ обратное, т. е. пред- 
положимъ, что вавъ бы велико не было навначено натуральное. 
число #, существуеть въ послфдовательносги (и») членъ из, гдЪ 
р>Ь предетавляюцИй отрицательное число; но тогда 


рр = ву - | >24, 


и, слёдовательно, неравенство и„—и„<а не будеть имЪть 
р®шенемъ: ий, какъ бы велико неё было &,. нбо, при я==у, 
оно, какъ видимъ, ке удовлетворяется. 


2. Въ поолфдовательности (и’») вотр®чаются отрица- 
тельные члены. Но тогда вс% члены послфдовательности (и„} 
будуть отрицательные. Покажемъ, что н воф члены посл%до- 
вательности (и’,), начиная съ нфжотораго, будуть отрица- 
тельные. И въ самомъ дфлЪ, предположимъ обратное, т. в. 
предположимт, что, какъ бы велико не было назначено нату- 
ральное число #, существуеть въ поолфдовательности (№) 
членъ ’ гдВ р>й, предотавляюцИй положительное число; 


но тогда и — м-в 24, 


и, спздовательно, неравенство и’„—и„<@ не будегь имЪъть 
рЬшешемъ: яз, каково бы ие быяо #, ибо, прн я==р, оно не 
будеть удовлетворено. 

18. Поолздовательности. невозрастаюнуя безгра- 
нично. ПослЬдовательность па зызается, невозрастакицею безера- 
ничо, воли молули членовъ вя, начиная съ ифкоторато, ота- 
новятоя н продоляають быть менфе нЪкотораго о’редюленназо 
чиела М. 

Примфромъ можеть служить рослФдовательнооть: 


0,2; 0,22; 0,222; 0,2222,..., 


2 
модулн членовъ’ коей остаютоя менфе м 
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17. Свойство. Еели послидовательноетиь (и»} и (и’») обра- 
зують систему (и„, и’), то каждая изъ ищо невозрастаеть 
безгранично, 


Предложен\е это справедливо дпя безгранично убызающихъ 
посол довательностей. 


Предположимъ, слфцовалельно, что послВдовательности (ин) 
и (и’) не суть безгранично убываюнИя; но тогда члевы 
и. и и, начиная съ нзкоторыхь. суть или положительные 
ини отрицательные; а потому неравенство: и’, — и, < перепи- 
тетя или такъ: [и |-- |, |<о,. въ случаъ отрицательныхь 
членовъ, или тек: |и’,|—|и|< а, въ случаЪ положитель- 
ныхь членовъ, Неравенства эти говорять, что если одна нзЪ 
поельдовательностей (и’) и чи) безграннчно возрастающая, то 
и другая должна быть таковою же, ибо, въ въ противоноло- 
энномъ случа, дВвыя части предъидущихь неравенотвъ стано- 
вятся и продолжаютъ быть болфе воякаго заданнаго числа, 
Но тогда получается, что нЪкоторые члены одной нзъ послф- 
довательностей болфе иЪкоторыхь членовъ другой, & нвко- 
торые, наобороть, менфе, чо противоръчить одному изъ 
условй, коимь должна удовлетворять снотема (и, м’). 


Т\!, Числа, опредёляемыя сиотемами послёдовалельностей, 


18. Ратлональныя числа. Разомотримъ какую пибудь. 
истему посяфдовательностей (из, ы’,). Поли существуеть 
фащональюе число Т/ удовлетворяющее одному изъ услов: 


5 Ом’, или < Изо’, или зы < О«н’, 


гдЪ внакъ разенетва соотвтствуеть одному или нзекольнимъ 
значенямъ значка п, то говорятъ, что число [22 опредьлено би- 
зтемою (им 9). 

Каково бы не было ращональное чиело 2”, существуетъ система по- 
жльдовательностей, его опредфляющая. И въ самомъ дьль, воли ото 
чноло положительное, то таковою системою будеть система по- 
«лЪдовательностей (и, '’„), въ которой (м») есть послздова- 
‘тельность значен\ чиела {7 съ точностью до #, ©ъ недостат- 
КоМЪ н (и’„) воть посл®довательность значе! тисля, 7’ еъ тоя- 
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остью до й, съ иабыткомт, т. е. система послёдовательностей, 
обнйе члены конхь суть (7): 


жи, / 
„= Яр» мь(ы ++ ‚), 
” 


ибо к 


Отрицательное ращональное числе (—-{/) опредблится систеною 
{— и» — ны, нбо 
и, < — бж-—\. 


Система (и, ы’,), определяющая рашональнов чиело (7; не 
опредъляетьь бругаго ралональнаго числа. И въ самомъ диф, 
наввавъ какое нибудь число изъ ратуональныхь чиселъ, опре- 
дВлявмыхЪ системою (и», %'’»), буквою М, получимъ, по опре- 


д®ленНо, и» 5 М ==’, и, слъдовательно, . 


|1— | <и,— «а при п2 


Но чноло М — (7 есть опредъяенное число; единотвенное 
эне опредфленное число, которое, ло’ модулю, мензе воякаго 
задапнаго числа а, ость нуль; слВдовательно, 


1 =, М0, МИ, ч ид 


Отоюда слФдуетъ, что система дезреничио убываюциеь 10: 
влидовительностей (и, ии) (13) отредъляеть чноло нуль в ны- 
хакою иного разбональназо чиела не опредвляениь, 160 


О и’. 


19. Системы, не опредвляюцдя рашональныхь чи- 
селъ. Существують сметемы, не онфеделяющяя рашщональныть 
чивель, Равомотримъ, ивпрымЪръ, систему поолвдовательноствй 
“и, и',), въ которой (и) воть посифдовательность значенш 
зови корня положительнахо чнола 4 сь точностью до й, съ 
педостаткомъ и (и’.) есть послдовательность значен! того же 
корня отъ избыткомъ, т. е. въ которой (8): 


— = 
жи м — № и о НИ = лы и в | 
я 


0) ы о 
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По опредвленю имземъ: 


в Аки”, (1) 
» я 

Лрилемь усповйе, что число А не цлтветь рардональналю 
товам корня, и предположииь, что послЪдовательность (и и») 
опредфляеть положительное рашюнальное число М, такъ что: 


ии 5 М и’ откуда 


и Ми". [6 
з т 
. . о, 
Неравенства (1) и (2) дають: 4—-М’<и’—и,; изъ алгебры же 


д 
я 


ИЗВЪСТНО, ЧТО Мо, Ср (и), а ПОТОМУ: 


ы 
А— М (ии). и’ ' (8) 


. но, < Р, для ==, тд Р есть опредвленное число (17); кром% 
сего, разность и’, —им„ начиная съ ифкотораго ®, есть число, 


1 


® 
меньшее одного и того же числа, напримръ чиспа РГ. 
р 
® 
те им. дя п. Замфнивь въ правой о части 
тР” 


. , и ® 
неравенства (8) числа: ’» — ин ии” ' большими числами: ит . 
з орз. 


и Р"^\ получинъ: 
|4 — №! <а дия пай, 


Неравенство это говорить, что модуль опредъленнаго чнола, 
(4—М) менфе всякато ваданнаго числа % елёдовалельна, мо- 
дуль этоть долженъ быть равенъ кулю. 


И такъ, Аа] =0, 4— М =0, А= М’. 


Равенство эго покавываеть, что число 4 предотавяяеть тову» 
степень решюнальнаго числа М, а это противорфчтить условю; 
сл довательно, ращюнальнаго числа М, которое опредълялось 
бы равсматриваомою сиотемою, при услов!н, что 4 пе имфетъ 
ралиональнахо товаго корня, не существуеть. 

Замфтимъ, что если число А имфеть релбональный” готий 
корень, равный числу М, такъ что 1’ == Д, то система (м, /л) 
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опредёляеть именно число М. И въ вамомъ дфлЪ, неравенства 
(0) дадуты = М” «ии; откуда, по извлечени 0ваю кора; 


ПОЛУЧИМ: = Ми’, это и показываеть, что М опред- 
ляется системою (и, ®'л). 


20. Ирращональное чнсло. Есль систена поельдова- 
тельностей (и, и’) в спредюляеть разбональнаго числа, то 29- 
ворятз, что она опребъляеть- ирращюнальное число. 

Число этб разематривается, какъ число существующее, боль- 
зиее паоюдио числа и» низшей посльдовательновти (из) № мень- 
щее каждаго числа и’, высшей послебовательноети (и’„) и отли- 
чающееся отуь каоюдазо изъ нихь менье, чела оки отличают- 
ся бругь отз дру. Числу этому прясвоиваются въ каждомь 
частном случаь н®которые сниволъ и наименоване. 

Для укваашя того, что симводъ И опредфляетоя системою 
послздовательностей (и„, и’), будемъ писать: 0 (и, №»), 

21. Положительныя и отрицательныя числа. Такь 
хакъ 06% послфдовательноети системы (и», м'и) ве безгранично 
убываюнця (въ противоположномъ случав онф опредъляли бы 
число нуль), то об онф суть посл%довательности чисель или 
положнтельныхь, илн стрицательныхь. 

Зъ первомъ случа ирращюнальное число, опредёлеиное 
сиотемою (м», и), равоматривается, КАКЪ чиело полозютельное, 
зо второмъ-—какъ отрицательное. 

Отсюда сдфдуетъ, что одно изъ двухъ чноелъ, опред*- 
ленныхь системами: (м„, №») м (-—',-— и»), воть число поло- 
жительное, другое — отрицательное. Положительное ‘число 
называется мобулене отрицательнаго. Еейи одно изъ нихъ 
овначимъ символомъ , то другое согласиися означать, если 
понадобится, сямволомъ — 0. Изъ этого’ соглашен!я вытекает, 


что И=—(— 0). 


29. Прим®ры. 1°. Приифромъ вррашональваго числа 
можеть служить чнело, опредфленное системою (н„, №»), въ коей 


а = ух ми == У ®, 
<») (*) 


гдЪ А воть положительное ращовальное чиело, не низющее 
. : р 
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рарональнаго 99 корня. Только чо. вид%фли (19), что снотема. 
эта не ‘опредфляеть рашональнаго знола, „Иррачиональнае ‹ зиело, 
ею опредвляеное, называетея приометтическимь овылю зорнемь 


чиела А и обозначается. сиволом: уз д. 
ю. Примфромъ ирращональнаго числа можеть служить 


Вы =). ИзЪ самомъ 


Число, опредвленное системою (==, [г] 
о Я 
дфл%, воли бы система эта опредфляла раповальное число 


=, тд» А и В суть натуральныя взаимно-простыя. числа, т. в. 
воли бы 

Ри А Ра 

бы `В Ты 


то внаменатель В быль бы, какъ извфотно изъ теор непре- 
рывныхь дробей, болфе знаменателя @», Что невоамолено, идо сел 
посд®днй, при безграничномь возрасташи я, бевгривичио зоя- 
растаеть. Иррелйональное число, развнатутвавною сиетемою опре- 
дтляелое, называется эзначенйень той бевконенной зепрарывной бробы, 
побоодящия конитой суть члены пизолитрнваеньть `послтбова- 
тельностей, 

‚_ 3%. Замфчалельнымъ примвромъ ирратпональныго числа яв- 
ляетоя ‘число, опредьненное системою послЪдовательностей 
обище члены коихъ суть (10): 


Ю 


эн 
1 1 
м = (ЕН Я 

Ирращональноеть \ ‘этого’ числа будеть доказана‘ вообльд- 
отви; Оно’ означаемея симабйожье й называмней основанень: не 
туральныхь логариемсвъ. 

23. Положен!е нрращональнаго чиола въ области 
чисель ратлональныхеь:” “Ебли вистемь бы) утредюдяеть 
зоррацональное чело, то 95 послиедовательндении ` (ии) неть 
нечдольниио числа и въ последоентельности (и’„} нитё наниень- 
шага числа. . 

И въ вамомъ дв: 

10. Еоли бы вЪ послдовательности (и„) находилось наи- 
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большее число и», №0 имЪхли бы: „= и, и; это показывало 
бы, что система (и„„ %„) опредфляеть ращональное чнело %, ` 
{18), что. противоръчить услов!о. 

2°. Если бы въ послфдовательносги (и’„) нахоцилось изи- 
мевьшее число. и’, 10 ци, ==’ это показывало бы опять, 
что система (м. и',) опредфляетъ ращюнальное. чисно 4. 

Замфтивь это, возьмемь какое нибудь‘ рашональное 
число Г..Оно‘ можеть: 1) быть мене каждаго члена послъдова- 
‘тельности (и„), 2) заключаться между двумя чиенами этой 
посл довательности, 3) быть равнымъ нЪкоторому члену этой 
послВдовательностн и .4) быть’ боле каждаго чиема. этой 
поелфдовательности; въ посл®днемъ случав оно не можеть 
быть мене каждаго члена посл®довательности. (4), т, е. не 
могуть нмть м%сто неравенотва: и, < Ги, ибо они показы- 
зали бы, что система (и»,. и’,) опредвляеть разйональное число 
1, что противор чить условно; слёдовалельно, число Г, въ по- 
слфднемъ случа, или равно одному изъ членовъ .посл%до- 
вательностя (и), или заключено между нВкоторыми двумя 
изъ нихь, или болзе каждаго нзъ нихъ, 

Предъидущее нзолздован!е приводить къ сл\дующему 
заключен: 

Всяная система (и„, и’,). послёдовательностей, опредфляющая ир- 
`ращональное число, рабпредъяяеть всф ращональныя числа, накъ 0оло>: 
знительныя, такъ и. отрицательный, на_двё области. Въ первой области. 
ленатъ: числа послфдоевательности (из); числа, меньшя наименьшаго изъ, 
чисель этой’ повлфдовательности, и-числа, заключенныя между наждымй 
двумя членами этой послёдовательности. Во второй области лежать всё 
‚остальныя ращональныя числа; Каждое число первой облясти ненфе наждаго 
числа второй области. Въ первой области ифтЪ числа: нвибольшаго,. во 
второй—наименьшаго. Каждое число первой области считается. чиолонъ, 
меньшимъ разематриваемаго иррашональнаго числа, и облясть называется 
чизшёю. Каждое число. аторой. области ‚считается числомъ,. большииъ 
разнатриваемаго ирращональнаго числа, и область называется высшею. 

Низшую область, какь и соотвфтотвующую поодфдоеда- 
тельность; будемЪъ означать символомъ (1), высшую—оий- 
водомъ (и’„). 


24. Раввыя ирраоиальных числа. „Два ирреииональ- 
зыбь имела О (и ив) и-Т (ан; 9") называются равными ' тода 
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1. только -тозда, пода нивиия области (из) м (9. и высшая: 
(и’») и -(#'). совермненио: одинаковы.. 

Изъ этого опредфненя слфдуеть, что еслн Ч ть. в 
ив 9, при веянить пои т, то числа Пи Т равны. И въ са- 
момъ дВлЪЬ, вовьмемъ какое нибудь число а изъ области (у), 
такъ что а; еслибы оно не принадлежало областн (ц»), 
то оно. принадлежало бы. области (ип), ТАКЪ ЧТО ау; Но 
тогда получили бы, что №’, ==», & это противор® чить условю. 
Итакъ, воякое число изъ области. (у,) принадлежнтъ области. 
{и„). Возьмемъ чиело 6 изъ области (’,), такь что =’ 
если бы оно не принадлежало области (й’»), то. оно принадле- 
жало бы области (из), такъ что В =; но. тогда имФли бы, 
что ирр=,, азто опять противорёчило бы условю. , 

Замвтимь, что вели 9 и» И Уи и’, при воякихь тои 
п, о ии >» бои, и, и, саЗдовательно, не 
основан только что доказаннаго, числа Пит равны. 


25. Значен1е числа съ точностью до в. Равомотримъ 
положительное число 7 (и, и’). Такъ какъ послждовательности 
(ин) и (ил') несуть безгранично возрастелоия (17), то въ области 
(и„) сущеотвуеть наибольшее положтельнов кратнов произвольна- 
20 половительнаею числа 1. Опо называетсл аначешемь числа 
05 точностью 90 йь вз нёдостиитколь и предотавляеть число, неньшее 
70. Если назовемъ #0эфуииенть кратноети буквою 2», те ово 
предотавится произведещемъ „й„. СлЬдующее кратное (2.1) А» 
лежить уже въ ‘области (и’„); оно называется значенем чиеля 
17 её точностью. 80, въ избыткомв и предетавляетиь число, 
белышее (7, 

Еоли й, безгранично убываеть по какому ни воть эакону, 
то образуются послфдовательности: (хи йь) и [(2-1} №], ко- 
торыя составляютъ енетему,. ибо: 


10, ды № ЗО ЛЬ и 2%. (рыл — == ль 8. 


Число, опред®ляемое этою системою, воть О’ (24), хаковъ 
бы Че быль зожонъ безтраничнаго Убывышя й„, Ибо ^ 


ай и и (=> и ^ 


'Интересво, что вели й» веть кратиное №, то повледова- 
зтельмость (хь йа) встё послдовательмость неубывающая 4 побле- 
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бовательность [{, НТ) №] веть послюдовательность невозрастоио- 
зцая (6). 

И въ самомъ дл, положимъ, что й» = ри, тд р ееть 
натуральное число, Такъ какъ: 


са (ана ЕТ ны, бо Вы ЗН) №, 


оо др Зи, вы ав. 


Неравенства эти, будучи иаинсаны въ видЪ: 


Фе р, <. НЕЕ 1, 
в в 


товорять, что коэффищенть кратноетн аи есть наибольшее 


Я 
цлое число, заключенное въ т ; отоюда слздуеть, что 


1. 2-Е р ‚ & потому: ааайныны 28 бий, (1} 
20. жа 155 р (а, 1), а потому: (ана Ни) ны 55-1. (2) 


` Неравенства (1) и (2) и показываютъ, что послфдователь- 
пость (и»й,) неубывающая и посл довательноеть [выны] 


невозрастеающая, ч. и. т. д. 
При десятичной систем счисленя особенно важны по- 
олЪдовательности, обпе члены коихь суты 


Е Е 1 
рб = 10 бы (Ни = 10° + т 


Заыфтныъ, что если въ посльдовательностн (1,2) два ря- 
Е? Е 


р х. и = 8 — $ 
домъ отоящихь члена: че = ту Но и = тосе предотавлены 
въ видЪ десятнчныхь чисель: 

94 = Аа)... таеа == В.В, .., бабы 


при чемъ 


22а = Даа)... а, 2 = 8664... бабы 
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то ифлая чвоть числа чу. иоего 4 первыхъ. десятичныхе, 
знаковъ изображають число 4, И въ самомъ дфи\, 


1 й ” 1 
тт ан = по" 


откуда № = ТОВ, т, в. №, есть‘ кратное №. й потому, по 
доказанному выше, козффищенть о предетавляеть наибольшее 


Жал 


ЦЪлое число, заключенное въ дроби “Я. о 


т. е. 


2, = ВН... и = = В, Ь... чита 


г 


И тэжь, олёдовательно, всякое положительное иррац!о- 
нальное число 77 (и„, и’) опредфляется системою послфдова 
тельностей десятичныхь чнселъ; 


я Адм ; Аба» ; Ава, аа 3... 
[© 
Дань адаснау ден); Ааа; ›.. 
Числа’ первон поотодоватожьиооти суть значешя числа С съ 
точностью до 1, г т „.. СЪ педостаткомь; иена второй по- 
оидовательтости суть значетя того-же числа съ точностью 


до 1 . съ избыткомь, 


ы о и ‘` 


Подобными же послфдовалельностями опрёдЪляютея 
числа ращолальныя. Напр. число 5 опродфляетея системою: 


53 5.0; 5,00; 5,000;... 
| 5:55; 5,01; 5,001;.. 2 
чнело * опредёляется системов: 
2; 2,5; 2,50; 2,8500;... 
| 2,8; 2,51; 8501: ..3 
число т опредЪляется системою: 
2; 2,3; 2,88; 2,888;... 
[ 2,4; 2.54; д884;.. 
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Разница заключается только въ’ томъ, что дпя ращоиаль- 
ныхь чисель десятичных” числа низшей послВдовательности 
буть ‚перзобичееня, между тЬмъ какъ для прращональныхь. чн- 
селъ ‘они не суть перодичесяя. 

Ели число И (из, и») есть число отрицательное, то вто 
значенему в точностью 90 №, ‘еъ небоепииткомь будеть намболь- 
ие отрицательное пратное числа й» заключенное въ области 
(и„). Воли отрицательный коэффищенть крахности назовемъ 
черевъ— 2, 10 значен!е съ иедосталкомъ предотавится прояз- 
веденемь-—2„ йь а значене оъ избыткомь — произведевщемъ 
(--2%4-1) В». . 

Система, аналогичная системы (), будеть такова: 


(АНИ — 4, 4-1); — А, ада 1); — Ара); .. 


| А ;— А | А, ;— А, баз 


Напр. число — т 


опредЪляется сиотемон. 
- 85—34; —-2, 84; —8, 884;... 


|-- 5-58 —2, 88; —%, 888... 


$ У, Дёйслья вадъ числами, опродфленными системами 
пост доралельноотей, 


26. Займемся теперь распространещемъ понят, установлен- 
ныхъ для чисель ращюональныхь, на чиель ирращональныя. 

Разомотримь два чиола О\(ил, и’) и Т(и, 9’), рааценаць- 
ныя или ирратональныя, 


27. Сумма. 1°. Похажемь сперва, что послфдовательносте 
(из) и (ы„-Ых,) образуютъ систему. По условшо имфемъ: 


, в, В 
м ть и Ши, < 5, У < 9. При "22, 


Отсюдм пи 
(ини (ии —и) Е, в) 5 | и в. < при ть. 


А это и кужно было пожавать (4). 
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27. Иски числь Ги УТ суть числа рацональныя, то поняте 
о вуниз ихь (4-У дано въ ариеметик®. Покажемъ, что суниа 
эта опрейвляетея сиотемею (ил Е бы, Ш, ТН’). И ВЪ самомъ даиъ, 
по усломю имфемъ: Оси» <= Ро" ОТоюДа 


А-а 5 0+ Ри +, я. и. т. д. 


3'. ели, по крайней иърь, одно изъ чисель И и Тесть 
чиело ирращональное, то поняе о ихъ суми5 требуетъ опредф- 
лена. Назовемъ суллою чивель 0 и Т число, опребъленное си- 
втемою (и, Но, и, Ра), т. е. применъ, кажъ опредёлеше сумиы, 
то, что было доказано относительно суммы чисель Ги У въ 
предположенн ихъ ращональности, и будемь означать ве 
символомь: 9+ У. 

Это опредвлене суммы распространяется на какое угодно 
число слагаемыхъ. 


28. Свойства суммы. Изъ опредфлейя суммы выте- 
каютъ слвдуюлия равенетва: 


0+(-п=6, (1) 
+00, (2) 
П+У=УчИ, (8) 

ИУ) = ИТР, (4) 


выражаюня освовныя овойотва сложевя. И въ самомь дал»: 

1°. Если одно наъ чисель И и — И опредфляется оноте- 
мою (и„, и’), то другое опредфляетея системою (—и»„- и») 
{21). Сумма ихъ (27,3%) апред®автбя системою (ии и’, и); 
но число, опредфляемое этою системою, воть нуль, нбо по- 
сльдовательностн (ии — №’,) н („-- 1%), эту сисдему образую- 
я, суть безгранично убываюция, причемъ первая есть ч0- 
слфдовательность отрицатольныхь чисел, эторая — положи- 
хельныхь, 

2°. Чнело 0 опрелвияется сиотемою (-—, ’»), ГДЪ а и 
<, суть безгранично убызаюция числа; сумма И--о опред%- 
зитоя сиетемою (му е, Но’); НО ии а и |-> и, 
олЪдовательно, сумма И+-0 равна, 07 (24). 


ОСНОВАНИЯ ТЕОРШН ИРРАЦЩОНАЛЬНЫХЬ ЧИСЕЛЪ. 25 


3°, Суммы И+Ти У+И опредфляются соотв®тетвенно 
системами: (из и) и (оо и УР 
но Ма Ро в  в и п; 
олъдовательно, суммы эти равны. 

Свойство, выражаемое равенством (3), распространяется 
на какое ви есть число олагаемыхъ. 

4, Имфемъ послфдовательно: 


0+ (Р-+ т) = (7+ №) +0=7+ И = ИТ. 


29. Равность. Разновтью чивель (Г в Т называется чиело, 
дающее аъ сумиив © чмеломе Т (вычитаемыма) чиело О (улмень- 
чиавмое). 


Такимъ чиоломъ будеть число И --(--7), ибо 
7+ [7+7] =«7+ИС-У) =УС-Р) + =0-- И= Ио. 


Разность означается символомъ: 7— У. Назвавъ ее бук- 
вою 77, получимъ, по опредъленю, 7+ 7=0. 

Равность 7— Т, будучи суммою И--(— 1), опредвляетея, 
сльдовательно, сиетелою (и„— *'„ #’„— в), такъ какъ О и 
(-—Т) опредфляются соотвЪтетвенно системами: (и„, н’,) и 
([— 9%, —ю). 

30. Неравныя иррапональных чнола. Исни символь 
в- "у. опредъляемый сиетемою (9, #„—„), есть чиело п0ло- 
эвительное (21), т. в, еслн начиная съ нФкотораго п, >», 
то чивло ГГ разсматриваетея, какъ’ число, большее ‘числа Т, что 
означается такт: 


И> У. (1) 


Изъ сего опредёленя вытекаеть, что положительное (от- 
рицагельное) число О’болфв {менЪе) нуля, ибо разность /—0==07 
. есть число положительное (отрицательное). 
31. Схбдотвйе. Покажемь, что неравенство <) влечеть 
такое неравенство: 


И+0> 70. (2) 


И въ свмомъ дфлЪ, положимъ, что число С опредфляется си- 
стемою (е», с’); тогда числа О+С и У-- С опредфиятся о0- 
отвётетвенно системами: (ил-Р ев, в’) и (Не, 9-е’), и 
разность ‘ихъ’ будеть положительною, ибо, начиная съ нёкото- 
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ого и, Нах, ЗФ, потому ЧТО и, „ен “в, ТВНЬ Какъ 
и„— 9’ воть. положительное ‘и’не ‘убывающее безгранично 
число, а и, — воть положительное безгранично убывающее 
число. Если же разность чисель 0 и 7+-С положительная, 
чо, по опредфленш, 7+ 0> Т-- С, что ‘и нужно было показать. 
32, Одновначность разности. Неравенство (2), будучи 
переписало такы С-+-И>С-Т, покавываеть: от лрибавлешя 
двузь равлииныеь чисель Г и ТУ в% одному и. тому же числу С 
получиютея различныя чиела. 
На основав я сего заключаемъ, что дв числа Ти Г не мо 
гуть иливть двуть различныхь разностей Ши 1, ибо, въ про- 
тивоположномь ослутаф, по опредфленно выходило бы, что 


УНИИ, 7+ =, 


1, ©. отъ прибавлешя двухъ различныхь чисель Ин И; къ 
одному и тому зе числу ТУ получалось бы одно и то же 
число 0, что, какъ види сейчасъ, пе.имЪеть мфета, 

38. Произзедене положительныхъ чиселъ Поло- 
жимт, что числа (и, #4’). № Т (6; №’) полонительныя, 

10, Цокажемъ, что послиздовелтельновтие (из, вы) и (Ш, о 
образують внетему (иль мии). И: ВЪ самомъ. дв: 

<, < олЪдовательно, чи и’ 9’. 

2) шо, — мыть тии — 9) Н и, и„); но поолжлова- 
тельности (и’») и (2) ‘не суть безгранично возрастаюция (17), & 
потому „А, з<А, гдВ А есть нФкоторое опредзденное по- 
ложительное число; слёдовательно, 


И, — Мать < 4 (И, — 0) А (Ш ь — из); } 


й & & 
иринявъ во внима!е, что у, — < РУч м, — д АИа и 


преобразуемъ неравенство в ЗЪ ТАКОВОЕ: 


р АНА т.е. <я прнйзь ч. ит. д, 
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20. Если числа (и Т суть числа рацюнальныя, то по- 
нате объ ихъ. произведении дано въ ариометик\. Докажемт, что 
проиаведене СГУ опребтляетея системою (ми, и), 


ОСНОВАН1Я ТЕОРИ ИРРАШОНАЛЬНЫХЬ ЧИСЕЛЪ. 127 


въ самомъ. ль, инк И Уи, 


отсюда: ры ПТИ, м. ит.д. 


›’ 38. Боли, по крайней мёръ, одно изъ зисель (ис есть 
число ирроийональное, то понят1е объ ихь произведении требуеть 
опродьлен, . . 

` Произведенаень положинтельныхь чивель Пи “Т Называется 
число, определенное сиетемою (чу, и’). 

34 Произведено Ц. Т. Чиело Т можеть  разематри- 
ваться, какъ число, опредзаенное системою (1,1); а потому, ва 
основаши предыдущахго опредзлен!я, чиело 0. 1 есть число, 
оредфленное сиотемою (и».1, №’. 1); во ин. 1 о бе И, 
слждовательно, произведеше 7: Е = 0.‘ 


85. Произведеве 1. 0, Число .0 можеть разсматри- 
ваться, какъ число, опредфленное сиотемою (-— В», Вл), ГД 
В, безграничяо убывающее положительное число. Покажем, 
что послиьдовательноети (— Рьми) и (Вы) образуютъ "сибтему. И 
въ самомъ дВл: 


19. — мы Зы 2. рр и 


по, и , не возрасгаютъ безгранично, 1, `е; остаются ‘мене 
нЪкотораго положительнаго числа .А; й» .убываеть. ` безгра- 
. р 
нично, в в,для тей, р на основан. сего равовотво (20) 
р 


преобразовывается въ неравенство: 
Вым’ь НВым»ь д. 24 или «и для п. й, 


что н ХОТлИ показать. 

Показав ато, назовемь иронаведенель [7..0 число, опредв- 
земное сцотемою (-Виии» Вый’в), произвевещень же 0, П-—чиело, 
определенное сивтеною (— и» Вы; №» Вы).. Но 


и ЗЬ и вый > — В; 
влдовательно (24), 0.0==0. И =0. 
36. Проивзедене чисел Г (и, *») и ит’ (= ри +} 
., 


Поважемъ опервя, что волн число У не веть нуль, то чцело 
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1 1 
У’ сущаствуетъ, т. в. послледовательности: (5) и (;) образу- 
® *ь 


101% систему. 


И въ самомъ дфл%, неравенство „<» даеть; Е”. р 
“ о 


1 поры т, 
— т %). 
Кром сего, 5-я о А (и — 


Но Т, по условно, неразно нулю; слЪдовалельно, чьи У» неубнвалть 
1 1 

безгранично, а потому :— и-„_ не воврастелоть безгранично, 
ео Е 


т, @. остаются мене нЪкотораго положительнаго числа Р; что же 
хасается разности у„—,, то она, при в >, будеть менфе вся- 


4 
хаго заданнаго числа, а сл®довательно и числа =: На осно- 


вани сихь’ замъча предъидущее равенство преобравовы- 
вается въ неравенетво: 


1 1 & 

—=— Р.Р. т.с. «а при в Ь 
Ем < р: т. 6. < При п==В, 
10 и хотьли покаваль. 


Покажемъ теперь, что 7.7’ ==1. И въ самомъ д®лф, про- 


. ’ 9, 9’ 
изведеше ТТ’ воть число, опредфлениов сиотемою (=>, =) 
о Ты 
число же 1 можеть разсматриваться, какь число, опредфлен- 


й 
ное системог (1, 1); но Е <ь и>цольдовалельно (24), У. 
® » 


37. Произведен!е двухъ какихъ ни есть чиселъ. 
Произвебенаелиь двужь чивель и У, половительныеь цли отри- 
зрательныхь, называется число ТТ, модуль котораго равенз проив- 
себенёо модулей этиижв чивель, причемь это ‘число 1 развматири- 
ваетая, кан полозюительнов, воли числа Ти ТУ оба положитель- 
ныя или оба отрицательных, и какъ отрицательное въ противо- 
положноль случа, Есци, олЪдовательно, И и. суть числа по- 
ложительныя, то, на основашн предъидущаго опредфаленя, по- 
лучаются равенства; 


08=05, 0.—5:=--08,— 08 (8, - 0. —5= 08. 
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38. Пронзведене, равное 0, Если яроизвейенае: бвужь чи- 
сель равно 0, по, 0 крайней мтуз, одно изъ изъ равно нулю. 
И въ самомъ двлф, если ни одно изъ чисель Ги Тне равно 
пулю, то ни одинЪ изь’ модулей | Е] и |7] веравевъ нулю, но 
тогда. и произведеще |0|.|7| че равно нулю, а слЪдовалельно 
не равно нулю и произведее ОУ. Если же одно изъ чиселъ, 
0 пли Т, равко нулю, то, какъ видъля, 9, 0-0 и 0. 7-=0. 


89. `Произведее каного ни есть числа чиселъ. Возь- 
мемъ произведение трехь положительные сомножителей ВТУ, 
опредфленныхь системами: и №), (в, 9',), (ви, и'„), и дока- 
жемъ, что оно ие измЪняется оть перестановки двухъ посл%д- 
нихь, т. е. 0.7. М =0.19. У. Произведен я эти опредзляются соот- 
вЪлотвенко системами: (ик и ШУ") И (Чьи); 
но, для ращопальныхь сомножителей, 


Чл Он ба 5 Иа бы а’ = Ч 


слфдовательно, ГР И=и РТ, 

Положимъ, что одинъ изъ сомножителей, напрниызрь У, 
отрицательный; разсматриваемыя проиаведешя соотвётотвенно 
равны: — (1.|7|. ) и — (И. 1.17]; во произведеня въ скоб- 
хахь суть произведен!я положительныхь сомножителей и они, 
по доказанному сейчастъ, равны: сл довательно, равны и са 
мыя произведеня: 0.7. № и В. .Т. 

Теперь уже нотрудно, нодобно тому, какъ это двлается въ 
ариеметикь, доказать, что, вообще, произведена какозо несть 
чнола сомномвитолей не излиеняется ото изъ перестановиц . 


А отеюдв уже легко получаются осхальныя свойства произ- 
зедени, выражаемыя равенствами: 


Ее ЕТ, (0. 7). ИЕ(И И). У 0. (УР), (0 У). (9Ту= 
==: ТТТ, и т. д. 


40, Равенство И(У+ Р)=ИУ-+ И дя чисель ир- 
ратонажьяыкъ. 

10. Подожиыъ сперва, что числе: 0 (нь), У) и 
17 (нм) суть числа положизельныя. ^^ 
Неравеновва: и, ЗИ ил < УЗ И, По опред%ле- 


30. ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


НЮ, дают: 
ии (Ни) ЗИ (УИ) Зи), 
р ", Ч „< ОУ Ни ии; 
НО и, (и 40%) == ив ов | Мон, Ча (9 ии) == У, Ри 
слдовательно (24), (У!) =ПР+ОЯ. (0 
20. Равенство (1) легко обобщается. на отрицательниуя числа. 
Равберемъ: всф случаи. 


1) Уи 7 положительныя, отрицательное. Назовемъ п=—0. 
На основав равенства (1). получимъ: 


(УЕ) = МУ, °‘  откудь 
ПАС ==. — (А Ту —(@, Ру-наи. 
{ПО ЕСТУСО М, 
что дает: СКУНТ) ЗОРИ 


2) Уи ТТ отрицательный, И положительное. Назовемъ: 
— ТР, И=— ,. На основаши равенства (1) получаемь: 


ИСТ) =ОИ-ЫТ,, откуда 
+] = — И) ИУ наи 
ими ое ии ,, 
что даеть:“. (РТР + И)-=бтИИ” 


3) 9 Р.и № `отрицайтельныя, Навовемь: == — (Л, 
Г, = — ФР; на основан равенства (1) получавыъ: 


ИЕ И-ИТ, иди 
ие менее» 
откуда: О (У) = ЧИЖ. " 


4) Одво изъ чиеедь Ти 1’, напр. 1, отрицательное. Паво- 
вемы И т, Положимъ, что 7-- у #7; веть положи- 
тельное число К; тогда 


ПтЕЕНуЕОКТОЕ 
отсюда. ОБ 0 (УТ) = ОНО. 


т 


к-т, 
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Если УЕ = т— М, есть число отрицательное К, то, 
назвавь К=-_ К, получиме: И, -У=К а потому 


От, = (УЕ) = ИУ+ ОВ: = ИУ ик, 


откуда ИКИ ИИНИУРИЕ, 


Итакъ, слЪдовательно, основное свойсмео прбщаведентя, вы: 
`ражавмое равенстволи: 
И вби, 
справедливо для накить ны есть чивель (, Т, 1, рашональныхь 1 


ррацональныхее, полоожиительныеь и отрицательные. НаввавЪ: 
Т-И=5, откуда Г’=8-— № получимы 


08 = ПР ИР = 0(8-— Т) НИТ, 


(т )= 
откуда находимъ: 119 1) = 09-0, [23] 
торов основное. свойство зтрбизведентя: 

41. Ольдеть!е. Воли 9.2 @,, т.е. 9—0, 
помощи равенства (2), получаемъ:. РЯ — 7, 
т. в. неразенетво ©. ®, не мамьнить слыела (излльнить снысль), 
еелы объ его части уиножиль на одно и то же положительное 
{отрицазтельное) число. . 7 

То же неравенство говорить, что для деуте данные чисель 
Си У, 15% вошаь, Г не равно нулю, не существуенть боле одного 
чыела ©, ноторое, будучи умножено на Т,`даеть И, ибо, при 
двухъ ‚раапичныхь чиолахь () и.(, произведены 79 и 70; 
неравны между собою и, оодозательно, не могуть быть равны 


одному и тому же чнолу & 
Но одно такое число (: существуеть ‘и называется чает 


ныжь чисель И и 7. Это будетъ доказано (43). 

42; Отетень. ую степенью чиёла ©’ называется проиввевеще 
> гомновецтелей, равныть числу {'. Эта олепень овнатается 
символом. И". Иръ этого. опредлен1я, олдуеть,, что. воли й 
воть ‚положительное. чисо,. опредвляемое оиотемото (в) №), 
то 0” опредфляется ойотемою- (м. 5). „На. основыЯи. дока» 


08 
заНнато ‘ватие (39) иифемь: 


КР НЕО, И ви, ба, Орбобы я, ` 


38 ` ” ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


т; е. Яромвведене степеней числа 0 равно степени тош ке чиела 
6% показателемь, равкымь сумме показателей ‘перемножаеныхь 
вупеленей. 


43. Частное. 15. Частные двуть положительныхь чиеель 
П(ини,) и: (виа), изъ коиеь У неравно нулюуназываетея число, 
хоторов; въ произвадентиь съ чиеломь Т, даеть число Ц. 
Таковымъ частнымъ будетъ ироиаведен!е: 


ч’„ \ 
9» 


1 
ны: (вы ) 


в 


ибо; какъ видфли (36, 34), 
РИ ИЕРИ РНИИ 0=1.0=0.1- 0. 


Другего числа ©, которое обладало бы указаниныыь свой- 
ствомь, т, в. другаго частнем, не существуеть, какь это было 
показано (41). Оно овначаетоя символомъ —, теряющимь 
омыолъ, если Г 0. 

2°. Если 0 есть число положительное, & Г отрицатель- 
ное, то 


и у 0 
т Г $ ибо 17Г* РЯ 


|= 0. 


3°. Веди И отрицательное, Р положительное, то 
1] 
у. 


НЙ у\ ; 
У= .7] ИЕ, 
( И 


4°. Коли 0 отрицательное и У отрицательное, 10 


44, АриомотическиЙ ”овий коренъ. Ариометиниесниемь товыма 
зорнемо положительнало числе П (ии) называвтея полобитель- 
108 -зымела, уовая пзтецень. которазо равна А. . 

Покажемъ, что число это сущеолвуеть и веть единетвенное. 
И въ самомъ дл 
1, Вовьмемъ какое-нибудь подожительное число м и 
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положим», что наибольшее кралное числа й, ммая степень 
которего лежить въ области (и), есть хй, такъ что +0вая степень 
числа (2 -- 1) лежить уже въ области (и’„), и, слбдовательно, 


а" Зи (2-1) № ни. {1) 


Разомотримъ теперь послфдовательности: 
р о 
(и) п (выч и) О 


члены коихъ удовлетворяють ооотв®тотвенно неравенствамь (1). 
Повлидовательности эти, при условие безараничнае убыва- 
ная №, обравують систему, танъ кат; 


й. 


тре по Иа, для 


‚ 


И вь самом дёл®, (п, 1)” №, —= и СА. + ' в. ", @ 
ибо, Какъь извъетно изъ алгебры, в" — < п{а— 05) а", если 
>> 0. Но (НГ " р возрастаеть безгранично, т, в. остается 
мен\е нЪкотораго числа М; А„ безгранично убываеть, т.е. 
< ыы дня п= 2; слдовательно, иеравенотво (2) можеть быть 


преобразоваио въ таковое: 


я 9. ве, - 
фи, < >71. е, Зи дляя 


что и хотвли показать. 


Число, образованное системою послфдовалельтовтей (2), 
равно, ва основали неравеюствъ (1), числу 0 (24). 


Съ другой стороны, посл довательности, обще члеты коих 


эй бы (а + 1), 


суты: = 


образують ташище систему, ибо 


(и) № > ль и Ты, ==) Ка ДЛЯ ПЕ 
Число, опредфленное этою системою, назовемь буквою“Т. 
Число Р’будеть опредвляться (42) сиотемою ( №, +1 №} 


но этою сшотемою, какъ видфля, опредзляется число, равное 


0} слЪдовалельно, 7’ == 0. , 
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Равенотво ‘это говорить, что число Т предетавляеть, по 
опред®ленио, вый корень числа И. 


2°. Другаго положительнаго числа, которое обладало бы 
свойствомъ числа Т, т.е друшео ариометимескаги корня числа 
0 не существуеть, ибо 706ыя степейи двухъ различныхь поло- 
эжительныхь чивель суть числа равличныя. 


Корень этоть овначветсл символомъ: у (22,1%}, 
45. Вычислен!е +0040 корня чиела 0. Такъ какь 
7 
то ба, А, 


то т,й, есть вначене числа Т съ точностью до А» съ недо- 
етаткомь (25). 


Съ другой отороны, 
ть "№ и = в: 
слфловательно, значене това» корня числа (въ точноетью 00 


Йа 2% недовиииикоме есть аиболииее жратнов |», убвая степень 
котораго 6 превышаеть И. Это значене овначеаюниь сцлювололиь 


у п Предъидущая система неравенотвъ даеть (41); 
(я) 


-в. кооффищенть аж, есть наибольшее пфлое число, овая сте- 


[А 
нень котораго не превышаеть —; ; онъ есть, слЪфдовательно, 
№ 


О 


я и 
эевый порень чиела „ ‹ъ точностью до 1 съ недосталкомъ и 
р 
я 


означается символомъ: 
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Итакъ, товый корень чиела (7 есть чиело, опредюленное смето- 
мою послюдовительностей, обийе члены коить сутё: 


” г 
(“. ] т\ и [» (и и к :)] , 
ООС 


о) ч 


2дъ й„ беззранцино убываеть по каному ни воть закону (22,19), 


Зъ приложешяхь обыквовенно берутъ =. Тогда 
10 


— 
зовый корень числа 0’, т.е, /0, можеть равематриваться, какъ 
число, опредълениое сиотемою посльдовательностей, обще 
члевы доихъ суть: . 


. , 
Ясно, что уг 10"” = У. 10", 
3 


В 


гдф знакъ Е означаеть налбольшое цфлое число, заключенное 
зъ чнойв 0. 10*”. 

Подкоренное число 1 (0.10”) получается такимъ образомъ: вы- 
числивъ число 0’ сь точностью до мию десятичнаго знака: 


О-= А, ва, бы (о 


умножавзыъ его на 10”, т.-в. переносимъ занятую на #7 анаковь 
вправо; въ нолучеиномь числь: 


0.10" = Аа, а, @т ее. 
откидываемъ воЪ цифры посл запятой и получаемы 


И. 10 А. бин Н такъ 
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По этой формулЪ и производится мзвлеченае‘ т0@0 корня чиеле 


1 ы : 
Й 5 точностью 090 то 65 небостаткомь, т. в. вычиолен!е ка- 


кого ни есть члена низшей изь посл довательностей, опредЪ- 
“= 
ляющихъ число У. 


46. Нримзры. Особаго внимая заслуживаютъ квадрат- 
ные корки. СдЪлаемь нфоколько примфровъ. 


в. Му 5. Вычисдяемъ, наприм%ръ, У 2 съ точноелью 


ДО 4-го десятичнаго знака, т. в. вычиспяемъ: 


/ `` 1200000000 
о 


эре доб = 
зав че 1,4142 уз < 1,4148, 
и ум 
п тогда «ру? = и = 1, 18, 
такъ. что 1, 18< Уу?< 1, 19. 


2.Ит. Вычисляемъ, наприм®ръ, « съ точностью до 4 


ДеСяТиЧНаГО ЗНАКА : п==3, 145 ,... и тогда 


ув 
=. 
в. 10 


== 1,77, тажъ чо 177 Уч 78. 


3, У? Вычисляем, паприм®рь, о, 2==0, 8010...., И. 


и зоо 
о ЗУ аа 
тогда, А 5 Тор 720, Бык что 0,54 < у Тор ‚250, 56. 


47. Различных значен!я 29а корня. [*, Воли показатель 
т #ерня есть чиюло четиное, причемь 0 есть чиело положительное, 
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те оно, кролиб ариомениическало тов корня, шизеть отрицетель- 


ный твой корень, равный числу — у 7, ибо (- у п] = (у д )— 5. 


2°. Если показатель у четный, причемь число 0’ееть число 
отрицательное, то оно не цитеть товазо корня, ибо степень съ 
четным показатедемъ г пе можеть быть равиа отрицатель- 
вому числу 0. 

8. Ясли исказатель т веть число нечетное, причемъ число 
{7 есть число полооющтельное, то оно, илья ариометическиь по- 
фень, не итеть отрицелтельнаго корня, ибо степень, съ нечет- 
нымь показателемъ ”, отрицательнаго числа есть число отри- 
цательное, ` 

4. Если поназатель г веть число нечетное, причень чиело 
{7 есть число отрицательное, 10 оно шиъеть отрицательный хо- 


фень Ия ибо (. - 19 (= и. 


&$ УТ, Послёдовательностя иррац1ональныхь чиоеле. 


48. Установивъ понямя объ иррашональныхь чиолахъ, о 
ихъ равенств% и иеравенствВ и о дВИистНяхь надъ иими, мо- 
зжемъ разоматривать послёдовательности, члены коихъ будуть 
не только чиола рашональныя, но и ирращональныя, и опред%- 
лять числа системами подобныхь посдЪдовательностей, говоря: 
«ели система (ин, '»), 8% коей члены и», И и’ суть чиела резбональ- 
ныя или иррашональиня, такова, что, в0 первыть, всякое число 
аъ мень веяжало чиюла и» и, в0 вторылж, разность и„—и» для 
зазеЪ, воть число, меньшие веяказо заданнаго положительного чиела 
а, то система опрейвляеть чивло. 


49. ПримЗръ. Равсмотримъ зам чательный примфръ ирра- 
цонельныхь поотвдовательностей, Ивъ положительныхь чисель 


аиЪ-> в составииъ среднёя: геометрическое а, == У аб и ариеме- 


тическое 5, = я, Принимая во вниманше, что 6—5, = 5 >о 


и 328 1 заключавиь, что аа >аив <. 
= = ть , д 
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ое у = уу 


КромЪ сего, 8 —а, 


$ — у 
в. у“ : отеюда слдуеть: 03 —а, < 


Уб+уа 
Составимь изъ чисель а, н >в, новую пару чисел: 


в. 
я, относительно которой докажемъ, по- 


аз = Ул,» В, = 
. < Иа 
добно предъидущему, что 2» 2 а,, 6, 3, 3—4, <—5—^ < 


тя . Продолжая подобнымъ образомъ составлять пары: в и В, 


ив, ин, ми в,..., обравуемъ двз посиздовательноети: 
вовраетающую в, а Чл ий... в 
убывающу В, в, ов. ... 


Посльдоволельности эти обравують систему (а„, 8»), ибо 

—в 
5. 
опредфляеть зиело, называемое ариенетически — звометриче- 
скимъ средние челов. 


Зы и в.а, = <« при яз=ф, которая, сиздовательно, 


СУП. бтепени съ иррац!ональиыми показателями, 


50. Стененъ съ ращональнымъ показателем, Символъ. 

&" предетавляеть точую степень чиела и. Числа а и т-назы* 

ваются соотвтотвенно основащене и показателем степени. 
Степень для рашональнаго показателя иг впредфляется. Такъ; 5. 

19. Жюли тесть чивло ‘натуральное, то новою " звеенью: 

числа в называетея произведене ‘т сомножитеяей, ‘раёныхь” а, 


причемъ 40 считается равным 1, 2% считается: равным д. 
Напр. 2552.2: 2==8., 


2‘. Нели т есть дробной ‘положительное чйсдо т, тд% 
2 


ри 9 суть патуральння числа, то символъ а предотавляеть 


ариенетическое значене ‘корни’ 
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80. Еоли показатель тж есть чисно отрицательное, то стё- 


1 
авт * 


1 1 1 
дв у 


Спрашивается, что представляеть символь 4”, если по- 


пень а" есть дробь Напр., 4 ==. 


казатель воть число ирращонадьное, напр, что предотавляеть #77 


Для отвфта на ототь вопросъ должны сперва. укавать 
иъфкоторыя свойства степеной съ ращенальныи показателями, раз - 


сматривая только тавя степенн, основа я коихъ суть поломи- 
тельныя числа, 


51, Свойства стенени 2” при положительномь 
основаи и при рашональномъ показателв. 1% Ели 
аи т_>0, то в" Е 1. Положимь сперва, что а >Е. Для на- 
туральнаго * предложене очевидно; воли же ж дробное, рев- 


а — 
ное =, то, принимая во внимане, что а" = Уа” и что а?>1, 
«— 
заклочаемь, что 2" > 1, ибо /А, гдЪ А > 1, есть число, боль- 
лее 1. Взявь же < 1 и, слЪдовательно, 1 >1и пранявь во 


й и ВО 
эниман, что а ==1 Ци) и о (1) > заключаемъ, что д" < 1. 


20. Еслы в=:1 4 т< 6, то а" = 1. Предложеню это вытекаеть 
‚ ь 

изъ равенства: а* = 1:2 и изъ только что доказанныхь не- 

равенстве: а! еели а==1. 


30. Кели ар ир>4, то ай ей. Нредпожен!е это вытекаеть 
изъ равепства: #7: 24 ==аР4 н изъ только что доказавныхъ не- 
равенствъ: а? 1, если а. 


52, Н№которыя неравенства. Изъ алгебры иззЪетно, что, 
при натуральномъ яж >>1, 


д — = (а— 0) (а Пао. . на), 
оли положимъ здВеь: а>5> 0, то получимъь: 
забн--! (а—5) «ат — т <. тат (а). {1) 


Неразенствами этими пользовалиоь выше (10, 44). Положивъ въ 
первомъ изъ нихь а>1 и 5==1, получим: 


"ат. ® 


40 ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


Замёнивъ зЪъ этомъ неравенотвф а черезъ ат, что допустимо, 
й 


160 «">.1, вспи а>1, получимъ: 


: 
или такы |“ |< Ё 


(3) 


При помощи неравеиства (2) покажем": 
10. Если а>1, то а" > 9, зд © есть сколь угодно большое 


положительное число, при т, 206 № есть ‘нткоторов опред- 
ленное положительное число. И въ самомъ дЪфлЪ, везвъ такое 


налуральное и, чтобы 1+ (4-1) >. 9, т. е. ВОТ получииь: 


> 9, в потому а" 2, воли тей. 
Предложене это можно выразить такъ: степень 4”, основан 
которой боле 1, при бевзраничномь возраетанёи полозеительнаяо 
показателя т, безгранично вовраставть. 

28. Есль а<1, ТО а" «а, 196 ® веть сколь угодно малое по- 
ъ„ложилтельное число, при тей, зд В веть плекоторов определенное 


1 
‘поломюительное число. И въ самомъ дёлф, если а<1, то => 1, 


1) 1 


и тогда, кавъ сейчасъ видзли, (; >> при т=й или 


1 
ть откуда 2" <. 

Предложен! это можно выразить такъ: степень а, осно“ 
ваще которой мене 1, тру безеромичномв возрастании положи- 
знельнато показателя. т, безранично убываеть, 

30. Результаты будуть обратные, если жж безграничхо воз- 
растаетъь по модулю, принимая отрицательныя значеня. 

58. Теорема. ели модуль показателя т безранично 
убываеть, то [а® — И таюже безранично убывает». 

19. Положимъ сперва, что а>Т и > 0, и навовемъ наи- 


1 
большее натуральное число, заключенное въ дроби т буквою 


т 1 ; 
п, ЧаКЬ 410 П5-„, Откуда тс ,, И тогда, ив основавуи нера- 
венства (3), 


#—1 
=. 


‘ 
№" — Ц 1< 
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т р - 
Но >10, если т<ь в потому: 


писи арт. 


Взявъ показатель тж такимъ, чтобы м < и < 1, полу- 


ара 
чимы |" —П<а, гдЪ я воть сколь угодно малое число, Это 
и нужно было показать. 


20. Положимъ, что ас 1 ин т>0. Принимая во внимаше 


1 
равенство: а” — 1= ( 1— ) г р Получим: 


= 
} —1 ‚ибо >Е 
а & 


: Вы 
но, на основан!и только ч1о доказанваго, (3) —1! | <а, если 


кН т и < 1; сл дзалельно, подавно, |а*—1| <, Ч. ит. д. 
т а 
« 


89. Положимъ, что т<.0, тогда {— т) >09. Вамфтимъ, что 
выражен!е д”—1 можеть быть предетавлево въ слЪдующихь 
видахт: 


1 


а"—3 и а" — 1 = (1) 1. 


Еоли а 1, возьмемь первый видъ, который даеть: 


а 


м" —1|= а”--1|, ибо (--т)> 0; 


— = 
Та 
зательно, подавно, ® — «а, ч. ит. д. 


—" 


хо показали, что |@`"— Иа, воли |" < и < 1; си%до- 


Если же а<1 возьмемъ второй вндъ, который даеть; 


"1 
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и 
но виджли, что |=) |< води и о а потому 
а 


№ш%"— <, ч. ит. д. 
Теорема доказана, сльдовательно, во воёхЪ случаяхъ. 


54. Теорема. Если число т есть чиело ирращональное, опредь- 
ленное системою поелтедовительноетей (т, т’), члены конь ть И пе 


т м» 
суть числа ращональныя, это поелядовательноети ( ") и И "} 


( с м") . 

образують ‘иль вистену \@ ', а "), если а271, цли виетему 
яв’, а - 

& ‘а 1), ель аз ь И въ самомъ дЪа: 


‚ По условно т„<т’»; слВловательно, 


р ео 7’ р 
а "а", ели иа "а ", лия 1. 
ть т | т’ ть м тт’, 
—& а в 1 т 
т, ть „т 


09 а, если а>1 ив <а , если ах г; слБдовалельно, 


э’а ты] ты т ть ты 2 ры 
а —а |<а в — 1, если в>1, ив —а |[<а —1 


ь 
ебли а 1. 


Такт какъ модулн показалелей: уп’, ии т’,| безеравично 
убывають, ибо послёдовательности (ли) и (*’») образують систе- 


Та р в 
—! —1 


му, то, по доказаноой выице теорем? (53), [а 
также безгранично убывають; слдовательне, безгранично убы- 


Ив Ты Г" т’, 
вають и модули: а —а | ив . Теорема доказана. 


мук 
Замътимь, что члены поолздовательностей: (: и \@ суть 
2 


фо ПАВ в» 
> 


вообще иррейональный числа, пбо-иы я, р 
й 
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т 
4, № ы 4» суть числа натуральныя; олфдовательно, а “== 


% 
я, у : 
& "И иррашюональности эти уже опредьлены выше (44). 
Имземь адЪсь примврь послздовательностей съ ирращональ- 
ными членами (48}, 


55. Опредфлев!е степени о" при ирращональномъ по- 
хазатель эъ. Символь а”, при чрраональномъ поназатемв т, 
опредъленному вистеною посльдовательностей (т,, ги} разбональ- 
ныхь чивель ть и и’, представляет полозюительное чиело, опре- 
т, т, эт’ и. 
Эвленное системотв ( "а "), вели > цлисивтеною ( па »), ель 


а< 1! (54). Число это удовлетворяеть, олЪдовательно, такимъ 
неравенствамь: 


9 Е: 


ти т’ о 

а <а <а ‚„есшие>1 илиа «а «а ‚есливхь 
которыя говорять: 

1°. Нели совмфотно а>Т и т>0, те. м, 20, илна<Еи 
т < 0, т.е, м. 0, то 4” 21, ибо а" > 1 въ обоихъ олучаяхъ {51). 

20. Вели совмЗетно а>ти ш<0 или ах1 ит>0, то 
и" < 1, ибо «""<1 въ обоихь случаяхь (51). 

3°. Если в>0 и т>0, то а*>й%. Положимь оперва, что 
2>1. Обовначивт: п’, — „=, развемотримъ двЪ положеитель- 
ныя разности: 


(= "1 ха, 
\ 8 


Первая изъ нихь неубываеть безграничио, вторая-#ке, ня- 
иная съ нёкотораго я, убываетъ безграиичио ву’Вот® съ о, (53); 
слЪдовательно, первая изъ нихь болве второй, начиная съ 
нВкотораго и. 


И такъ, послёловательно получимъ: 


( а "- 1 ( а у” 50° > у’, 


$ 
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Но, по опредЪленно, 


й и’, ть е. 


а" < Ра <а ‚, < ь < т" 
а потому, при помощи (9 и на основав\и (30), а* >> №", ч. ит. д. 
Положимъ, что бтиахьт. е. 11 и *> №, по дока- 
занному сейчасъ послЪдовательно получимъ: 


1\т 
(#)">( 
8 
И, наконець, положимъ что < 1 иа> 1. Пили (1%, 29): 
т 1, 5" < 1; ольдовательно, а"_> д", ч. ит. д. 


том, чита. 


р , 


56. ДЬйстыя надъ степенями съ понаватедями ир- 
ращональными. Для степеней съ ирращональными цокиза- 
зелями р(рь, р’,) Е 9(@» 9’) амфють мото равенства: 


2. 


з *_ 
4—1; 35. (4) = а, 4 Ур = 01, 


1. а? аб а; 20.2 
. ЗЕ» 
доказанныя въ алгебрЪ для показателей рашональныхь, 


И въ самомъ дЪхВ, по опредълейю имфемъ: 


а а, в, 


тд верхее знаки соотвЪтетвують случаю а> 1 и нижн!е-—слу- 
чаю @<!. 


1°. Поремиоживъ по частямъ неравенства (#), получимъ:. 


+ о" 
ры “= в. й= в” 2" ЮО 


Но сумма р+4 опредфляетоя сиотемою: (р - 4» р» +9); 


в, + "в 9 . 
атбковательно, + 2 9 =" [ 
Сравнивъ неравенства (2) н ($), найдемъ: 

ар. а? М, Ч. ит, д. 


2%. Прииимая во вииман!е только что доказанное равеи- 
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ство, заключаемъ, что а*. 27-9 == дЕч = @?, Т.-е 47-1 есть част- 
пов оть раздЪлешя аР`на а, иди ` 
ар 


— =, 
да 


Равенство это показываеть, Что если р2>9, то @ 
10 тому, будет ли аз], ибо а@ . (55). 


209, смотря 


РаздЪливъ числителя и знамевателя дроби, 'помфащенной 
въ лЪвой части предъидушаго равенства на 472, найдемъ: 


1 бага, 
4-2 


Обовначивъ;: р — 


”, изъ поелфцняго равенства полу- 
_ ‚1 

чимъ: а" =; И = -., т-е получимъ равенства, иМЪвиНя 
[2 а" 


мото для ращрональнаго 7. 


36. Положивъ смерва, что р есть фмональное положи- 
тельное число и 4 положительное, подучимъ, по опредвленйо, 


В ке к й4*, 


п ВА а 


во рр одфдовательно (55), & 


(2) 


р 
Неравенства (1) и (2) дають: (2 а. 


Ноложимъ, что ресть число иррайоналеное положительное 
к @ положительное. 


Будемъ имЪть (55, 3"): = ( ’ = ; отеюда, 


на основами предзидущаго случая, получим: 


(Ре в, 28 _ 20 _ №1 
п за /=а ; но опять в а за ; 


м 
олЪдовательно, вые . 
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Теперь уже равенство: ( а ре легко обобщается на, отри- 


цалельныя ри @. Взявъ, изпримЪръ, 9==--и, гд№ г положи- 
тельное, получим: 


(и № (7 )-* т с и „7. <Я ам, ч. ит. д. 


4°. Принимая во вниман!е только что доказанное равен- 


. ( 24 24 
ство: а = @ ‚заключаемъ, что 


2 
2 ра 4 4 р 

а в | А р и 
Ув ==а, ибо \@ /=а =. 


57. Зам чан1е. Похававъь, что символъ а”, при показатель 
ирралмональномъ, обладаеть воЪми свойствами этого символа 
при показатель разональномъ, можеть выразить теорему (53) 
въ такомъ обобщенномъ вид%;: 

Если || беззранично убываеть, зрининая акфя узобно вначеня, 
золожительныя али отрицательныя; рацоналоныя или иррацлональ- 
зыя, то |4" — | такое безгранично убываеть. 
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ГЛАВА ВТОРАЯ. 
Основав1я учешя о предёнах. 
$ 1. Понят{е о пред%л%, Примфры. 


58. Числа постоянныя и числа перемфнныя. Во 
многихь математическихь вопросахъ, сообразно условямъ во- 
проса, символы: а, 6, с,., ®, у, 2,.. служаще для изображешя 
чисел, раздёляются, въ разсуждеши ихь измЪвяемости, нА 
числа постоянный и числа перенфнныя. Символь называется ло- 
стояннымь числомь ити, просто, ностояниььиа, еспи онъ озна- 
чазть вполнЪ опредфленное число; символъ, означающий 
каждое ивъ нЗоколькихь чисель, называется первливнныхмь 
числомь или, просто, переленнымь. Постоянныя обозначають 
обыкновенно первыми буквами алфавита: а, 2, с,., перем н- 
ныя—послёдними: г, у, =. Каждое изъ чиселт, совокупность 
коихь озвачается перемннымъ числомъ, называется значенйамь 
этого числа. Совокупность вофхъ значе! называется областью 
перем ннаго. Постоянныя въ одномъ изолЪдовати могуть быть 
перемнными въ другомъ, и обратно. Пояснимъ это примЪромъ. 
Положныь, что изолфдуютея времена понныхъ размаховъ +15- 
сколькиаь математическихь маятниковъ въ одномь и толь же 
уЪот» земной поверхности; если назовем время размаха маят- 
ника, цпину маятника и ускореме силы тяжести, управляю“ 
шей движеномъ маятника, соотьтотвенно символами & Гифу, 
то символы $ в 1 предотавятъ перемзнныя, символъ у постоян- 
ное; если же изолЪдуются времена развмаховъ опрейтлениаео 
маятника въ равличвыхь м»стахь земной поверхности, то ВЪ 
этомь изолвдовани символь 1 предетавитъ иботоянное, ири- 
чемъ символы фи 4 будуть означать перемвнныя; и наконецт, 
если изелЪдуются времена размаховъ различныеь маятниковъ 
въ различныеь мфотахь земной поверхности, то символы &, 1 
и 7 представять переминыя. Возьмемъ еще прим ръ. Поло- 
эжимъ, что. точки плоскости опредзляются полярными коорди- 
катами: радусомъ звекторомъ г и аргументомъ а. ели символы 
ти © соотвЪтотвують: 1, нфоколькимъ точкамъ, лежащимъ 
на’ направлещи опредвленназо ращуса вектора, то-? перем нное, 
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= постоянное; 29, ифеколькимъ точкамъ, лежащимь на одной 
и той же окружности, описанной изъ полюса, то и перемВнное, 
+ постоянное; 8°, нёеколькимъ точкамъ, лежедцимъ на прямой, 
перпендикулярной къ оси, 10 № и а перем®яныя, при чемъ 
символ д ==т 003 а есть постоянное; 49, ноколькимъ точкамъ, 
лежацимь ка прямой, параллельной оси, то + и а пере- 
мЪины, при чемъ символь у==Р Эщ х есть постоянное. 

50. Предёлъ перем ннаго числа. Положимъ, что яере- 
чизнное число 0 предотавляетъ каждое изъ тисель, ращональ- 
ныхь или ирращональныхь, иосльвовениельноети (ин): 


о И Ире И... (1) 


Будемъ говорить, что чиело И опребълено поельдователь- 
новтью (м„), Предфломъ перемфннаго числа 07 называетея постоянное 
чиело Г, для которазо неравенство: 


Еф |< % (2) 


29% « произвольно малое данное число, будет удовлетворено при, 
знамени н„, равноль кандону узъ членов последовательности (1), 
начиная съ ненотораео в, ть, при вояномъ значении п, удовлетво- 
ртощемт условво: п 2дь № веть назкоторое натуральное число, 
зависящее оть &. 

Опредфлен! это можно формулировать так: 

Постоянное чиело Г ееть пределу пере онназв чиела О, есле 
модуль разноети Р— 7 становится в продолнаеть быть менлье 
‘ироизвольно малазо положительна числа в. 

Товорять илогда, что число {7 или послвдовательность 
(1) стремится къ 7 при бзраничномь возраетани т. 

Изъ предъидушаго опредфлешя слфдуеть, что съ ионя- 
мемь о предвлВ соединяется предотавлене о такомъ перемВн- 
домъ числь И, которое принимаеть безграничный рядъ зкачен, 
образующихь послфдовательность. 

Замфтимь, что всякое поетоянное число С можеть разема- 
тривалься, кажъ перелизнное, приннмающее равныя эначеня: 
0, С,..4 есь этой точки зрышя можно говорить о преджяв 
постояннаго числа, который равенъ самому числу, ибо |2— 6] = 
=16-— 6150. 

60. Безнонечно большое числе и безнонечность. ПеремЪнное число 07 
пазываетоя . безконечно болыииме чиелонь, води модуль каждаго 
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изъ чиселъ послЗдовательности (1), начиная съ икоторего, 
удовлетворяеть неравенству: | и» |2> №, гдЪ М есть произвольно 
большое положительное усло. 

Примфромъ подобнаго числа можеть служить число, при- 
нинающее значеня: 


4, №, 1..4... ТВ >Ь 


ибо, какъ было докязано (52, 1°), отепень |а безгранично воз- 
растаоть при безграничномь возрастани зв, если [9]> 3. 


Очевидно, что безконечно большое число ки къ какому 
иредёлу не стремится. Для сокращеня рЪчи товорять, что 
таков число стремится къ базконечности. Слово „безконечноеть“ г 
сопряженный съ нимъ символъ =: с> употребляють и въ иныхь 
смыслахь. Желая, наприм®ръ, зыразить, что перемфнное числ: 
можеть имЪфть воякоё значене, говорять, что оно заключено 
между „--безвконечность“ и „--безконечносль“, и пинцуеь: 
—< << -с2. Коли желають выразить, что м ознамаеть 
всякое число, большее а, пишуть неравенства: «<. <<, ко- 
торыя, слЪдовательно, равносильны одному: и<.2. Подобным 
зие образомъ неравенетва: — © 3 ш<.а выражеють, что пере- 
мфнное число х означаеть всякое число, мевъитее а, такъ 470 
эти неравенства равносильны одному: < а. 


61. Безконечно малое число, Перемфнеое число 0 яззывается дея- 
конечно нплынь, если каждое наъ чисель послёдовательности (1), 
начмная съ иЪкотораго, удовлетворяеть неравенству: |н»| <“, 
ТДА и воть сколь утодно малое положительное число, Очевидео, 
что такое перем нное число иметь предъломъ нуль: /2==0, ибо 
10 и [= [мн | <а. . 

Важно замфтить, что къ совокупности значений безко- 
нечно малаго числа не причисляется его предфль: нуль, хотя 
1013 4. 

Примрами безконечие мальхъ чиселъ могуть влужнть: 

1°, Число, принимающее вначеня: ‘4, 0..4 №. 
ГАЗ 19] <; ибо, какь было доказано (52; 29), степень 19° бев- 
транично убываеть при безгтраничномъ возрастани покавателя 
т, воли 14] < 1. 

20. Эд а и апв а, если я безконечно малая дуга. 
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62. Обозначене предфла перемфннаго числа. Для Обозначен!я, что 
постояннфе число Г, есть предфжь перемфнваго числа, И, при- 
нималть знакополозве!е: 

= Шт (0) = Ши (ии) 
оо 

Очевидно, если шт (ил) = №, то Вал (—%)==— Е==-— Низы»). 

63. Числа, опредфленныя системаии посл довательностей. Положим, 
что чисно Ё, рашональное или ирратюональное, опредфляется 
сиетемою послфдовательностей (и„› и’„), члены коихъ суть числа 
ращональныя иди ирращовальныя. Изъ опредфленя предфла 
слЪдуеть, что число Л есть предфлъ, къ которому стремятся послЁ- 
доватёльности, образующя систему, это число опредфляющую. И въ са- 
момъь дБль, неравенства: 


ча = Сэ и/ь 


дают: Бои, Би, фи 
но ,— и ча для п=Е сифцовательно, 
ща, „Ри, < в ЛЯ 
что и вужно было показать. Итакъ: 
Теа и) = Ши (и*,) . Напримвръ, 
паесо тео 

1. У: — Ш (и: /= (45). 

| 1 и, т) 
22°. Нели т опредзляется послфдовательностью (ть, и’), такъ 
ато т (и) = ип {и} ==, то {55) 

нео чето 


Нил (#*) 
но со 


де а (9 


6%. Предёлъ суниы первыхъ 7 членовъ убывающей геометричесной про- 
тресбйн при беэграничномъ возрастании. Положим, что перемфнное 
число 0 предотавляеть каждое изъ чиселъ посл довательности 

; —е 
(вы), общщи члевъ коей: ии -= а 4" 4-... фай = ое с , ТД 


141 < ь предетавляеть сумму первыхь и членовъ  беваищьй 
геометрической прогресеи. Покажемь, Что вребюль этоте ра- 
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1.40% | а |” 
ии г | ° 


Но, какъ доказано (52, 2‘), |9", при достаточно бозтьтго м 2, если 
{91<1, будеть меяфе всякаго заданнаго числа, слдовательно 


Е и —8. А нотому: 


ъмен%е и числа —7 


аа 
[4 


) 


=“ < т. е,.<а, ДЛЯ 9 Неравенство 


это говорить. что 


== Ши (и) — Ню (И), чат д 
й п = со 


П. Теоремы, служашия для зычиолен!я предёловъ, 


65. Опредвлешя. Разсмотримъ два перенённыхь числа (и т, 
опредвленныхъ послфдовательностями (и„) и (у). Называють; 


1°. Числа Ли Т равными если и, =, при оданаковыхь т, 
и число П болыиимь числа 7, если и„ >, при одинаковыхь я. 


29. Оульмою, разностью, проивведенень и частнымь перенфиныхь 
чисель (и Т’ перемфнныя числа, опредЪленвыя соотвЪтотвеняо 


И 
послъдовательвостями: (и, +), (и„— 6), (ии) и =) 
9, 


35. тоию отепенью и товымь корнемъ перемфинаго числа {7 пере- 
эЪнныя числа, опредфленныя соотвётотвенно послфдовалельно- 


о 
отямь: (.,) и Уч, 

45. Выраовенбаль ай перемфнное чколо, опредфленное послфлова- 
тельностью &“», 


58. И вообще, 
Выраженяемь Г (0, Т, Т,...), содержащимъ перемфвныя чи- 
«ла: И, У, 1',., опредвлеиныя послздовательностями: (и»), (©), 
г 


52 ТЛАВА ВТОРАЯ. 


{и,),... перемённое число, опредфиенное послфдовательностью, 
Ровь чы №» ..). 


66. Теорема, Т. Перениюное чиело 0, имоющее пребъль Г, 
ме илиеть Зрумто предьла. 


По уедовио имфемтъ: |Г— „|< 5 для в. Положимъ, 
что перемёниое число 0 имфеть още предёль 1/, танъ что. 


М —м,| < 5 для в» в, Но БМ = (Ри) (М — и»), 


огкуда [2-- М1 и] НМ — в < +5, т. 65а длЯ пы 


Но чиоло |7. —М| есть число постоянное; единотвениымь же 
постоянны ь числом, которое мене всякаго заданнаго чи- 
ола и, является нуль; слдовательно, 


72 — М|=0, Д.М —0, = М, чит. д. 


Отсюда слздуеть что если [7 = Т, то Ви (17) == Ит (7). 
67. Теорема П. Если переменных има 07 и 7, цизющия 
пребвлы Г, и М, неравны, причель П>Т, то Бр М, 


Предполоньмь, что 2 < М, такъ что М—Д=й> 0; на- 
пишемь равенство; 


ВМ ГМ — м) фи (и, — Гу 


Ъвая его часть есть, на ооноваши предположеня, положи- 
тельное число, & потому и правая часть есть число положи“ 
тельное; но опогаемов г, — и, по усховНо, отрицатежьное (65, 1°); 
слздовательно: 


(МР — В) = КМ —ш)- (ии — 7) >В, для веякаго в. 


Сз, другой стороны, 


(Ив) БМ + | по условию ке, 


А 


Мы! 


5: 


х (И для и;.. В, олфдовалельно, 


(Мы < А иди < дин и. в, т. ©. 


получили невозможность: В (И-П к 
я потому предположене: < М не можеть имфль мфота. 
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68. Теорема ПТ. Если продль разноети (У двух пере- 
ливиныеь чисель равень нулю, причень одно ‘изъ нить, напр. И, 
зыметь предъль ТГ, по и друше имщеть то-же предъль, 


По условю имфемъ: и» — 3 < и [Е-- ия < длЯ пр=й. 
Равенство — а = (ив 5) -- (фи) дбезъ: 
| а, — 9 [| + 1 — |, 
ини, на основан условныхь неравоистаъ, 

а 
Ши те. <а, 


а это покавываеть, что Б-р (и) ==йт (У). 
я=со 
69. Теорема ГУ. Если первленное число ТИ заключено медеву 
Эвумя перелиьниыми, СГ и У, имеющими, обинь и тов же предтьль Г, 
зто оно иветь тотв оке предьль. По условшо теоремы имфемь: 


зи < для в 
Равенство ТР -— и, = (Е — ив) + %— дветь: 
1 — ма + [9 во 


ма ми — м == (Ё — 0} — (Ё— ин) «5 В — + 
++) & потому, подавно, 
Ш +++ т, 6. <, 
& это говорить, что Рэй (в) == 77. 
и=со 


70. Сл®детв!е. Если переменное число ТУ заключено между 
перемьнныме Г). иитющиль пределе Г, и эти пределом, тв 
9н0 иметь тоть ве предвль Г, ибо Ша ЁГ-=Х, и, елЪдова- 
тельно, перемЗнное число И заключено между двумя числами 
47 и Т, имзющими одинъ “и тотъ же предёть. 

71. Теорема У. Если переменный 0 и Т цитютъ пре- 
атмы Би М, то: ^ 


15. Пребъль ить сумны фавенъ сумнз из предвлов. 
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20. Предьль иль разности равен разности ‘ить предоловь, 


30. Предьль иль проивведещя ривенъ произведеню ить пре- 
9тлов. 


45. Предьль из частноло равенъ частному чать эредьловъ, 
если тольно предфлъ дёлителя неравенъ нулю. 


1°. Равенство! 
(М) — бы) (— и) + (И) 
даеть: КЕМ) - бы Ре шы-ЫМ — 


Ы 


;слёдовательно, 


но, по условно теоремы, И—иы< [Мм 


КЕМ) быку. те <% 


& это показываеть, что р-- М = (м, +) == (07-7) или, 


что то же, Ниш (ИР) =Ша (0) Ша (7), ч. и. т. д, 
2‘. Разность (0—1) можеть разоматриваться, какъ сумма: 
0--(--7), а потому И (И— 7) = [9+ (— Р)] = № (8) + 
+1 (—Р7=Иа И— Ша 7, 


3°. Равенство: ИМ — и, == (М — 9), (Г— и) даоть: 
ММ —иы в 5 М, МИ — НЫ. 75 -- чи. [о 


Такъ какъ перемВнное ТУ имфеть, по условно, предфль, то. 
хаждое изъ его значен! не’ превосходить нФкотораго числа, 
а, такъ что т, <а; кромВ сего, по условно, 


о, 
—ш <=. 


А потому неравенство {1} дать: 
М < Ат + а. = или ха, 
т.е. ГМ т (изо) = т (77), или, что то же, 
тео 


Ши (СУ) == Шт (0). Шл (Р),ч. и. т, д. 


ОСНОВАНТЯ УЧЕНЯ 0 ПРЕДВЯАХЪ, 55 


4. Частное о можеть разсматривалться, какъ произведене 


О. т, а потому: 


т, 


Та [У ==. — № (17). На | (2). 


Но ла - если Пт (Т)==М не ==0. И въ свмомъ дл, 


1 
Пт (7) 


отеюда: 


такь какъ, по условю, перемВиное 7 не иметь предзярмъ 
пуля, то модуль каждаго изъ его значенши будеть. боле 


ар 
нфкотораго числа а, и тогда ы < в} Ером8 сего, но усло, 


№— М Мао, для и = сиздовательно, 


< 1..5, т. 6, “а Дия п ==. 


№ 
; т р 1\_1 1 
Неравенство это говоритъ, что в( 3-1 ( 7) иво 
Вол детве сего равенство (2) напишется такъ: 


Тю (0) 


РТА . 1 
Ци т Шт (0). ИТ игр} > ит, д. 
И такъ, опВдовательно, доказали: 
Ши (0+ 7) = Шо. 0+ Ша 7, С) 
Ши (0-7) = Ша. И-- Ши. 7, <) 
Цт (ОТ) =На И. На и, (3) 


Тао (5) = РТ боли 1 (У) ео. (4) 


У 
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72. Зам чая. 1°. Равенотво (1) распространяется на какое 
несть постоянное число перемфнныхъ 1), 7, №,..., нмфющихь 
предфлы, И въ самомъ дёлЪь, имемъ: 

ШийСб--У-- Т.Е [9 7+ т... = Нат Ни (НЯ. = 
= От [ 7+07+.. 50 И+Ва УШа +... 


Если же число слагаемыхь перенфиное, то равенство (1) 
можеть и не имфть мфета. Пояснимъ нримзромъ. 


Разомотримъ сумму: 


я, ‚ ГДЪ ® натуральное, 


При безграничномъ возрастав\и ® каждое слагаемое стремитоя 
КВ нулю, причемъ число слагаемыхь дезеранинино раотеть, сумма, 
прёдьловъ равна, слздовательно, 0; но предёль суммы, раз- 
1" 1 

‚ ке воть нуль; онъ есть >. 


но 
> 


2. Равенство (8) распространяется на каков ни есть 
постоянное число сомножителей, ибо 


Ш (ИТ... ва [ б.Си,ж...)] == нм И Ша (ИМ. )= 


= 0. д Т,Ни (У...) = ща 9. Но У. Ш №... 


Если же число сомномителей переибнное, то равенство (8) 
можеть и не имфть м%ета. Пояснимъ прим ромъ. Равемотримъ 
нреизведен1е % сомножителей: 


1 и 1 | 1} 
(+ Я (,- 1) + 2). + = (++ 1): 
Шри безграничномь возраоташи в каждый изъ сомножителей 


имфеть предзломь число 1, такъ что произведеше предфловъ 


равно 1, предёль же произведевя, равнаго (1-17, не есть 
1; онъ есть число е. (22,30). 
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3*. Если Ши Т=0, то правая часть равенства (4) теряеть 
смыслъ. Зам тим, что въ этомъ случа, если предЪиь пе- 


ремфннаго 0 неравенъ 0, перем ннов о безгранично возрастаеть, 
И зь самомъ дал, ыы = 1. Но перем нное 07 не убн- 
ы ы 


васть, пе условю, безгранично; сивдовательно, модуль каждаго 
изъ его значен! оостаетея болфе иъкоторего числа а, отлич- 
нато оть 9, те. м, > а; ПИ убываеть безгранично; слздова- 
тельно, модуля значенш перемфннаго о, становятся и продол- 
жають быть меифе числа да, гдВ « околь угодно малое число, 


а 
\ 


>. 


ТДЪ © околь угодно. большое число, получим; 


>—, тер, итд 
я 
Есаи же, кромВ сего, и перемВнное И имзеть предёль 


О 
$, 10 о предёль перемфинаго числа ‘уз Ничего мельзя ста- 


зать & рибч. Увидимъ (76), вапримъръ, что перемённов число 
8х 


‚ при безграничномъ убыванши дуги *, иметь предфлъ, 


равный 1, а между ТЪмъ и чиолитель и знаменатель имфють 
предфлами число 0. 


73. бибдотв1е, Есль отнолиенае духе перемленниыюь чисел т, 


илтеющеноь пределы, равно повтоянному чиелу р, то отношенйе из 
пределов равно тому оке числу. 


По условное имЪемъ: ро Отсюда Пт [= =; но 
ы ы я-а 
Ти (26%) Ти (ме), 
ой = 
Тот # = п слфдовалельно, =р,ч. ит.д, 
ый со ИО со 1 (9) оо 
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Отсюда вытекаеть, что если пребвль отнощеня бвушь перелиьи- 
нышь чиель, интющить пребель, равень 1, то предьлы эти 
равны. 

74, Теорема. Пели ТГ веть нерелльнное число, члибющее пре- 
белоль чиело Г, причене а постоянное положителоное, то 


Ша, («)- 


ог ге 
И зъ самомь ДЪЛЬ, а -а-=а \@в —1}; ствдовательно, * 


о р им 
а —а |=а в 


Но, по условию, показатель И—Г, стремится къ нулю, а по- 


о—г 
тому (57) № —1 становится и продолжаеть быть менфе дан- 


® 
наго полонеительнаго чиеля, напр. чиола —., ГДВ а есть ОКОЛЬ 


в 
угодно малое положительное число. На основаши сего предъ- 
идущее равенство даеть: 


и ий 
‚теа —@ [<= & это говорить, что 


Бои 
а ма, тивд 


75. Теорема. Ели и евть безконечно малая дуза, т.-в. пере- 
ливнная душ, илвыющия предъломь нуль, то пеуелиьнное чнело. 
Яша 
— о иметь зимделомь число 1. Положимъ сперва, что зна- 


чев!я, принимаемыя дугою а, заключевы между 0 и т. Для 
подобныхь значе имфеть мфсто двойное неравенство: 


Зи «За<впи а; откуда 


вто _ зб 


За за 
ва # 22 


Таро, №6. 1> 7 > (08 а, 


Послёдая неравенотвь имзють мото и для значе- 
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нЕ дуги и, заключенныхь между Ом — 5, ябо замфна а 


Вт е 
черезъ (—4) не иамфняеть ни ——, ви ава, 


Неравенства цають: 


Эт я 


. 
от 1 — бабы 5, Или, такъ какъЗИ" 5 < т 
, 

; . ; й 

<: т е. в - Эа» >. 


Но, по услов!ю, х есть безконечно малое чноло, т. е. оно 
становится и продолжаетъ быть меифе всякого заданнаго числа, 
лапр. числа у/ Я, гд8 в сколь угодно мало, в потому, зам нивъ 


въ поелжднемъ неравенств число х большимъ чиоломъ у, 
зы 


получим: | — 2| < начиная съ нёкотораго значевця пе- 


ремвиной дуги #, стремящейся къ вулю, т.е. 


ша [9% = = титд 
ао 


Результаль этоть очень важный и будеть нуженъ впо- 
олЪдетви, 


$ Ш. бомован1е натураленыхь логариемовъ. 


76, Число е. Видфли (10), что поольдовательиости, облйе 
чиены коихъ суть: 


® э 


У. м6) 


образуютъ систему (4%, и’„), которая опредфляеть, слЪдователь- 
но, нзкоторое число. Число это назвали буквою е. Съ другой 
стороны, видфли (68), что число, опреджлениое еистемою по- 
слвдовательностей, есть обиИй предфдъ каждой изъ поельдо- 
залельноотей, образующихь систему, такъ что 


инь (1 + 


вы] |. 
1. 
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Показжемъ, что предфяъ этоть не зависить отъ тего закона, ло 
ноторому я безгранично возрастаетъ. 

1°. Положимъ сперва, что я безгранично возрастаетъ, при- 
нимая положеительныя значейя, рашональныя или ирраше- 
нальныя. Наззавъ Ен буквою р, получимъ: рай р-+1, откуда 


2 Ю в 
ив 


ученик" ® 


5- ь 2 


ил ( + ва <@+й < +Я - (- 


При безграничномъ возрастяйи я нанууралиныя числа, 
ви р-т также безгранично возрастаютъ; но тогда; 


241 


И ИС 


1=со в=05 


я 


Отсюда слвдуеть, что перемЪнное число (1 +1), завлю 


ченное, какъ покавывають неравенства (7), между двумя пере- 
мВнныыи чисдеми, стремящимися, накъ показывають равен- 
«тва (2), къ одному и тому же предЪлу е, отремитоя къ тому- 
же прещфлу (69). 


® 
Итакъ, т ( + Е 


20. Положим, что % есть число отрицательное, модуль 
хоего безгранично возрастаеть. Положивъ ® = —р, гд% р есть 
безгранично возрастаюний модумь чиола п, получимъ: 


— й в } 


В ЕВ 


этоюда йт (, + #) ==. 
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77. Вычислене числа е. Число е играеть въ математик» 
большую и важную роль. Займемся его вычислевемъ. Раз- 


. 1 
зернемъ выражен! ( +1) по биному Ньютона, который даеть: 


1\в 
(1 + а) Но 
я (0-2)... АИ (1 
(а)ь 13.8... Ё 
ета ` п 


1 
а 
сяЪдовательно, (, я) = У 


о 


Разбивь правую часть этого равенотва 
такямъ образом: 


а: 


ТАЪ в воть натуральное число, моньшее я, и перенеся первое 
слагаемое налфво, получимт: 


®) 


Назовемъ, для сокрашеня, 


(я) (-) ..: 


тогда правая часть формулы {(#) представится чакъ: 


и 
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1 
н0 < р -3 сяЪдовательно, #» < и 
1" 
: та - 1. а потом 
Далье: зе ЗЕ у 
1 . 1 
За < И оррр Мне Иен. пара < Фа И ‚.; 
ткуда: 
9 1 1 
ча Ч» о < [ +.н+` Нрруеа! ии 


ит 
Зе мины Н.Н Зе 


1 . 
28 Ми Ма. ГИ 


Формула (Е) даеть: 


< +) 


Положимъ теперь, что я безгранично возрастаеть, причемъ т 
остается постояннымъ; тогда: 


Фа (: + 3). г, п 


= 


и неравенств (2) преобравовываются въ таковыя: 


ео 
0<— У 


в 


Е (1) 
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тдЪ т произвольное натуральное число. Неравенства. эти гово - 
рать, что принявъ 


ть Ге в 
Имвемъ: р =? 
6,5 = 0,5 
0,166666 < 0.186667 
0,041666 < 0,041667 
0,008838 < 0.008884 
0.001388 < 0.001389 
о < А 5 0,000282 


Сложивъ по частямъ, вайдемъ: 
2, 718050 е<2,718289, ИЛИ 
2, 7118252119, 
Число 2/18 предотавляеть число е съ точномвью до 0,001 и 
1 

2,10 
Болье точныя вычиоленя дали бы: 

== 2,118281825845904528536 


©Ъ омеибкою, которая менфе 


©ъ.20-ю вЪрными десятичными знаками. 
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718. Ирращшональность числа, в. Лопусииз, что число е 
воть число рашональное, раввое числу , т рн су 


числа налуральныя. Сдфлавъ въ неравенствахь (1) ж-==4, 
получимъ: 


а. + 


Умложивъ эти неравенства на1.2.8..4.4и обовначивъ 
полученное въ лЪвой части натуральное чисхо буквою М, най- 
демъ: 


№<р.1.2.8...а«М-Ь 


что невозможно, ‘ибо между двумя смежными натураль- 
ными числами не можеть заключаться натуральное число 
р.1.2.8...-1. 


Н такъ, слфдовательно, число е есть число иррашональное, 


$ ГУ, Признаки существовамя предёла. Вношая и низшая 
границы перенёииаго числа, 


79. Теорема. Для того, чтобы мерелиьмиое чиело 7, иред- 
ставляющее каюдов изъ чисель последовательноени: 
Ч» Иа, Ир ее У (1) 


члизло предьль, необходиио и достаточно, чтобы жодуль разности 
(вии), начиная съ никоторато п, при веякомь натуральноль 
(, быль мене даннаго произвольно моею поломеителииио числа 
а, т. в, атобъь неравенство: 


ыы — | < (2) 


лиьло, пр всякомъ натуральномь 1, рллиене: т. 22% Р вать 


ивконорое определенное назиуральное число. 
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1°. Услове это необходимое. И въ самомъ дёлЪ, положимъ, 
что предфиъ существуеть и равеяъ Г. По опредфленю пре- 
д®ла имземъ неравенство: 


.—щ <> ДИЯ ве. 


Подавно будеть имфть м®ото и таков неравенство: 


Ш—ш-<5 для пет и при всяномь 4. 


Но ил — == (Би) (Риз), а потому 


ео - Мы 51 Фи, + |6 вьи| < 5 ча. е. За чит д, 


2° Услоше это достаточно, И въ самомъ дьль, положимъ, 
что неравеиство (2) иметь мЪето при зсякомъ а, для и, 
гдЪ > есть опредфленное натуральное число, зависящее отъ а. 


Неравенство это даеть: —и Зи, ч— № < а, 
откуда ии ии, а. 

Назвавъ; Шиа и, На =, получимь: 
ив. (#) 


Положимъ, что © есть перелиениое число, значещя коего 
образують безгранично убывающую послФловательность: 


у брани бы ельь о > 


СоотвЪтетвующее число ” сдфлается также перемъннымъ 
числомь, значевя коего образують посльдовалельность нату- 
фальныхть чисель: 


т Тр лено ме, 


ПеремВнными одфлаются и числа ле и м”, значешя коихъ 
образують поолздовательнооги: 


5... . 
. "т, .` 9 


обще члены коихь суть: ю,==и,. -— а, №, „+“ 


Послвдовательности (4) образують систену нбо, во пер- 
выхь, каждое значене и менфе каждаго значея +’ и, 
УЧЕЕЖИИСЬ АЯГРЫРЫ. . 5 
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$0 вторых, разность и"'„-—-м„=0,, начиная съ н%котораго ть, 
становится н продолэнаеть быть менфе воякаго заданнаго числа, 
160 ©, безгранично убываетъ. 

Докажем, что число, опредленное системою (2), которое на- 
зовемъ буквою Г, ссть предфль перемфннаго числа 27. 


И въ самомъ дёл%, число Г удовлетворяеть неравенствамъ: 


(8) 


и 


Сь другой стороны, неравенства (*) даютъ: 
"Зин <. (4) 


Изъ неравонотвъ () и (4) заключаемъ, что убовлетворяетея 
неравенство; 


Ув, "и, — 9, т. 8, За, (") 
р 


й 
гричемь 4 есть воякое натуральное число. Нанишемъ теперь 
неравенство: НШ |<, (3) 
тдф В есть сколь угодно малое число, и докажемъ, что оно 
будеть ныЪть рытиен! &, ГД й воть опредфьленное на- 
тураньное число, т. е. будеть имфть рёшешемъ: п=#-- 4, 
тдЪ 4 есть воякое натуральное чноло, г. в. докажемъ, что 


Т= Нм (О) = В (мес, [6 
И въ самомъ дъя%, предположивь въ имфющемь м№сто 
неравенегвЪ (е) значек эм таковымтъ, чтобы я» < +. & 970 во8- 
можно, ибо „ безгранично убываетъ, преобразуемь его въ 
тахово6: Мини <. 


Неравенство это говорить, что неравенство (8) будетъ 
удовлетворено, если возьмемъ Х==т, и ить ИЛИ #7, +4, 
& 910 и нужпо было показать. 


Ихакъ, теорема доказана. 


Говорятъ, что предёлъ этотъ есть чиела, опредфленное лослфдо- 


Вательностью: м,, и, №,... №,.. . боотвфтотвующею перемфнноиу 
числу (7. 


80. Слёдотьйе. Если лослюдовательновть 


2, ру щть () 
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опредтляющая перенфннов число (, есть посльдовательновть не- 
убывелощить, (невозрастипощигеь), чивель, остолощихся неболяье, (неме- 
не), назкоморало чиела В, то червлаенное число 07 чышеть предяль 
Т, непревълиающей, (неленьций), Е. Для доказательства, доета- 


точно показать, что имфеть мото неравенство: 


ннг- <@ для -Ё и при всякомъ 4. (2) 


Замвтимт, что воз члены послвдовательности (1), начиная 
оъ н®котораго, суть числа положительныя или отрицательныя. 

А. Положимь, во-первыхь, что числа посл довательности 
{1) сузь числа неотрицательныя, неубывающя и небольшия чиела К, 
танъ что и, == К. 

Разомотримъ, совмЪетно съ послздовательностью (1), 
поолвдоватеньность: 


1 
п оч... 


Числа этой посяфдовательности суть такзке числа неотри-* 


й Е 
цалельныя, веубываюция и непревосходяния числа =. 


Замтимь, что числа эти, начиная съ нЪкоторяго гы, 


будуть имфть одну и ту же цзлую часть, ибо, въ противопо- 
ложномъ случа, числа эти, неубывая, безгранично возрастали 
бы, что противорЪчить условно. И хакъ, будемъ имфть: 


— о. 


1 1 
хин. <Ь откуда Че 


Неравенство это говорить, что неравенотво (2) дёйотви- 
тельно иметь рен: и ‚ т.е. перем ное число И иметь 
предлъ 7. 

Предвль этоть удоолетвориетуь сммьдующилиь неравенства: 
9=Г-=К, ибо, во первыхъ, по условию из К, а потому 
Тейт (ин) == К (67), и, во вторыхъ, если бы Л было < 0, то 
*„—.Т было бы положительнымъ числомъ, неменьшимт, числа 
\—Г., т.е. Г не было бы предъломъ числа (7, 

Б. Положимт, во вторыхъ, что числа послфдовательности 
(1) суть чаела неотрицательныя, невозрастающи и неменьшя числа. 
„К, такъ чо и, К. 


5* 
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Равсмотримъ перемённое число ®— 0, опред денное по- 
ольдоватеньностью: 


9 — ИН, 1 М, А, са М-Н... 


Очевидно, что ото перемЪнное число есть число неотрицатоль- 
ное, неубывающее и небольшее числа и, — К, а потому, на. 
основан только что доказаннаго, оно иметь предфлъ Г. 
Но Он. —(и,—0); слЪдовательно (71, 25). 


Ва (7) == (#,) — Ши @в — 9) =м— 4, ч. и. т. д- 
Этота пребвль (щ, —Т) убовлетворяеть слюдующииь нера- 
венотваи: 


К=(и 70, 


ибо, на основани докаваннаго въ (А), имфемь: 


ОГ щ К, или Общ е-Е 


п: 


К—ч, вии 


и — ГК, чи, т, д. 


В. Положимь, наконець, въ гтретьихь, что перемфнное 
число И отрицательное, или неубывающее, но остающееся не 
болфе числа (--К) или невозрастающее, но остающееся не 
мене числа (— К); тогца перемфнное число (—0') воть число 
положительное, или невозраотнющее и немепьшее чиоля К, или 
убывающее и вебольшее числа К, & потому им ющее пред ль 
Т. И такь, 


Шт (- И =, но Ши (-- 0} №1о б= Л, а потому 
та (0) ==— Г. 


Примфры подобныхь посл®довательносгей имвли выше (10,25) 


81. Точная высутая ураница перемфннаго числа. 
Точною высшею границею, мли, просто, высшею границею, значенй 
ерельмнаго числа (7 называется постоянное число А, обладающее 
следующими ввойетвалие 


12, Ни одно изъ знанен® числа 07 нв превосходить А, т. в. АРУ. 


2, Нанъ бы „мало не было положительное число а, по прай- 
ней муть одно изъ змачен числа ПГ болие Ав. 
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82. Теорема, Есль перелябнное число [7 не ложеть принимать 
зэромавольно большиаь значенай, то оно имиветь высшую границу. 

Разсмотримъ меремВиное число #1, гдЪ есть нЪкоторое 
натуральное число, и опредёлимъ наибольшее изт, вовхъ цзлыхъ 
зисель, которыя мензе каждаго изъ значений произведеня 0, 
Назовемъ это цвлое число» буквою р», которое будеть удо- 
злетворять слёдующимь условямъ: 


Фь 120 для воякаго значеня керемфн, (7, 


р»<и У по крайней мёрв для одного 


зиачешя 
«Наприм®ръ, воли значеня Е суть: и, == —, = — ь ‚= 
=— ы › и возьмемъ и==8, то вначеня произведеня 377 .будуть: 
Зи = — 4,8, —=—10, 3%, ——14; ивибольшее азъ иблыхъ чиселъ, 


меньшихь этихь значенщ, есть ра==—5, и видно, чо рё-- 1-8, 
но > Зи; и Зи, т. в. ра -|- 12230 для всякаго 0; р. 33, Но > 8, 
я Зи, т. е. 3 <80 только для ии). 


Предъидуця неравенства даютъ: 
№ +1 Г’ для вефхь значе 1, 


т } «И по крайней мфр® для одного 
‘изъ этихЪ аначенй. 


Положимъ, для краткости, Вт, и докажемъ, что нере- 
зивнное чцело Т, значеня коего образуют посльдивательноеть 


Ч о... 
зметь пределе, 
И въ самомъ ДЬиЬ, по опредЪлению получимъ: 


=, 1 > бр «у = И для вевхь зналенй 0, 
и 2,4 < И при нЪкотор. эначан, 07. 
`А погому: 
ри 2 кв 1 5, 
Рио мамы При 9> 0, 
1 1 
«ткуда: рн т {при 9ч> 0), 


что даеть: ны | < 8 = “, если я 2. 
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Неравевотво это говорить, что перенфнное У имфеть предфль (79). 
Назовемъ его буквою А, такъ что А = и (У) = Вице). Пока- 

енсо 
зиемъ, что онз есть точная высшая граница значена неремен- 
наю 0. 


И вь самомъ дл: 


15. ПеремЪнное а иметь предфлъ &, ибо 


о=4. 


та («++ == рва (я-а, (1) 


з=со оо 


Съ другой стороны, для всякаго вначен!я 


й 1 
снфдовательно, Ш. |= ++ = 
1 


0, или И=А (1). 


28. Такъ какъ А— Ш (5, то |А—и,| а, гдЪ х какое ни 


со, 


есть положительное число, откуда А— <, или Ао 
съ другой стороны, „< 0’ по крайней м®рВ для одного значешя 
1. Отсюда олёдуеть, что неравенство: А —а< 0 имФеть м%®ото 
0 крайней мфрЪ для одного значензя 0. 

Доказанныя перазенства: 
10. 9 =А, ири авяномь значеши ПГ, и 2%. Аа 0, каково бы че 
было положительное число а, для нимоторышь значенй И, 
лохазыциоть, что существующее число А веть точная выешая 
зраница значентй перемьниато чиела ПУ. 

Явно, что высшая зрачица значенй перемтннаго чивла [7 
ОТДФЛЯВТЪ числа, превостодящея -вст эначазая этого числа, от ветвь 
оеталиньить чисель. 


83. Точною низшею границею перелизннаео числа 07 называется 
поктоянное чиело В, обладающее следующили свойетвами: 

1°. Число В не превоетодитуь ны одно изъ значен чиела У, 
ж + В= 0. 


29. Накъ бы мало не было положительное чнало @, по 
крайней мльре одно изъ значе числа И мене В-Ра, т. г. 
В-+а>0 но крайней лбуь для одного эначеня И. 
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84. Теорема. Еслы перелибнное чаело (—7) на можеть пу. 
нимать произвольно ‘большижь, 10 модулю, значен а, пд перелзьннае 
число 7 иметь низшую границу. 


И въ самомъ дЪтЬ, перемфнное число (— И) имфетъ, по 
доказанному, точную высшую грапицу 4’, которая, по опред%- 
ленш, удовиетворяеть успошямъ: 

/ 22 (-— {7}, для вовхъ значенв перем. (— 77), 


А’ < (--1), по крайней мЪрф для одного 
ивъ вначений (— (7). 


Услов!я эти дать: 
(— 41) = { дя весь зпаменйй первмуннаго- 0, 


(— &)+а> 0, 10 крайней ифув для одного из 
значентй Л, 


и, слёдовательно, показывиють, что постоянное число {—4) есть, 
точная низшая граница перемфннаго числа 0, чигд. 

Ясно, что низшая зраница переливннаяо чивла (7 отдфлаеть 
зола, меныитя ветра значенй этого имела, отл вальи овтальныхь 


чивель. 

85. Наибольшее и пакменьшее значеня переибннаго числа, Точных 
выешая и кизштая границы значе! перемфинагочиела 0 ’оообще 
принадлежать совокупности отихъ значенЁа. 

Если точная высшая граница значе перемфныаго дВИ- 
отвительно принадлежить совокупности этихъ значенш, то 
говорять, что нерелиьнное число ©) достизаетиь своей верхней зра- 
ницы, которую въ этомь случа называють наибольшимь значе- 
жемъ перемвинаго 0. 

Если точная визшая граница значен перемзннаго дви- 
ствительно припадлежить совокупности этихь зпачен!й, то го- 
зорять, Что перелиьниое число (7 достизаетьь своей чилией границы, 
которую въ этомъ случа называють наименьшинь значен1емт 
перем плаго. 

86. Зам чан!е;: Коли паремнное И можеть принимать иро- 
извольно большия, по модулю, звачен!я, положительныя и отри- 
цательныя, то не сущоствуеть пи высшей, ни навтей границы 
значени этого перем ннаго. Въ этомъ олуча:В говорять условно: 
верхняя граница есть „илюсь безконечноеть (4-°5)“, а нижняя — 
есть „млиуеь безконечновть (— <)“. 

87. Примфры. №, Воякое конечное перемВнное число’ 7, 
т. в. число, воБ звачемя коего заключены между данными 
числами 4 и В, имфеть точныя высшую и низшую границы 
причемъ, если А= ИВ, 
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низшая я высшая границы перемфннаго 17, суть соотвЪфтотвен- 
нб`А в В предетавляющя наименьшее и наибольшее ана- 
чея этого перемфннаго. 

2°. Если перемфнное 0’ принимаетъ всевозмонныя мррачо- 
нальныя значешя, заключенныя между двумя рамональныли 
числами А и В, гдЪ А< В, то низшая и высшая границы 
этого перемфннаго © суть числа А и В, которыя не принад- 
лежать къ области значен этого перемфинаго, и оно не 
имфеть, сльдовательно, ни наибольшаго, ни наименьшьго зна- 
ченй, 

3°. Жоли перелюнное И илшетл безранииное чивло значенйй, 
изв поить момюно образовелть послфдовательность ноетоямно возра- 
стащить, (убывающихь), чисель: 

И а И оу Мы ель 
остенощитея менове, (боле), некоторазо число К, и инфющую, слЕдова- 
тельно, предфбль Л (80), о точная высшая (низшая) граница пере- 
мвннаго совпадаеть 25 мини эребелоиь. 

И вь самомъ дЪлЪ: 1°. По условю К> И (<) для вовхь 
значе  перемфннаго но Г = (<) Е; слёдовательно, 
В 0 (== 0) для ваъхв значенй первлвнимо 0. 

20. Воли поспфдовательносль возрастающая, 10 

Га, т.е. Г—а> 0. 
Если послздовательность убывающая, то 
„Г За, т. в. Бам 06. 


И такь, предъль 2 удовлетворяють усломямь, коимь 
долина удовлетворять точная высшая, (низшая), граница пере- 
мвннаго 0. 

Такъ какъ предфлъ Р не принаддежить къ совокупности 
знечеши перемниого 0, то оно не имфетъ наибольшего, 
(нанменьтаго), эначешя, но можеть имфть наименьшее, (каи- 
большее), значене. 

Положимь, напримфръ, что изь значенй перемннаго 
числа 0 можно образовать послфдовательиость возравнинющияь 
чиселу: 

ЕЕ —_ 

ВоВ ИЕ", 
имфющую ’ предзломъ чиело; 1. Число это предотавияегь 
выевшую границу перемвнынаго и, не принадлежащую поол$до- 
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зательности, слёдовательно, Число ( не имтетив нанбольиело 
й 1 
значоня. Но это число имфеть имаицио ораницу, равную 5, 
принадлежащую посл ловательносги; слёдовательно, число 
; т 
иметь намменьщее значене, равное --. 


Положилъ, что изъ значен! перемвинаго числа 0’ можно 
образовать побив довалельность убывакицихь чиселъь: 
45 

$311: 


имЪющую предфломъ число 1. Число это предотавляеть ныз- 
лиую границу перемЪннато 0, не принадлежащую посльдова- 
зельности; слФдовательно, число 0 не имфетъь нанленииаго 
значеня. Но это чиоло иметь высшую границу, равную э, 
принадлежашую послёдовательности; елфдовательно, число 0 
имЪеть наибольшее эначене, равное 2. 

4°. Дадимъ еше примфрь, когца изъ значеши перем$н- 
наго числа 0 можно образовать послфдовательноеть, яе` им%- 
юшую предъла, а между тЪмъ число ‘имфеть и низшую, и 
зысшую границы. Такимъ примфромъ можеть служить пере- 
уБнное 0, изъ зкачен!й коего можно образовать послфдова- 
тельность: 
Ба 09, Эш 1°, Эш 2°,.., 51 00°,..., 611 1809,...,5т,.... 

Ясно, что поолвдозалельность эта не имфеть предёла, & 
между тЬмт перемфиное ( иметь низшую границу, равную 
(— , принадлежащую посл довательности я предотавляющую, 
олдовательно, наненошее значеве перемннаго 0), и высшую 
границу, равную (+1), прикадлежащую поолфдовательносхи, и 
предотавляющую, слфдовалельно, наибольшее значе этого пе- 
ремфннаго. 
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Измфрене величинъ вообще. Пропоршюнальность. 


$ 1. Цонят!10 объ изиёрен1и величин. 


88. Поние о величин. Въ предыдущихъ главахь мы 
занимались исключительно отвлеченными числами, ввени ВЪ 
наши предотавлешя иррацюнальныя числа и распросграниля на 
пить понят, установленныя для чисель рацюнальныхъ, 

Въ этой глав установимь поняя объ излнерени величино, 
Съ понямМемъ о величине (дтаийеит) соединяется предетавлене 
объ ея измфняемости. Всякая величина можеть имфуь, олЬ- 
довательно, различныя эначенёя (ийфену). 

Только та величине разематривается зъ малематиеф, от- 
носительно которой оовертенко точно установлены поняя: 
о равенстве ен значевй, о суилиз ея значе! и о значеши, 
большень или ленынемъ другаго значещя. Къь таховым ве- 
личинамъ относлтея, напримфръ, уголь, длина отр®ака, пло- 
щедь фигуры, поверхность и объемъ тЪла. 

Нели значен!е величины предотавляеть сумму 2, 8,4,... 
частей, равныхъ другому значению той 2ие величины, то пер- 
вое называется кратным втораго, а второе--алинастною частью 
первато. 

89. Измёрен1е значеюя воличинь, соизм8римаго 
съ единицею. Два значешя одной и той же величины назы- 
заютол соизибриными, вели они суть кратныя одного и того же зна- 
чоня, называемаго ихъ общею мфрою, Въ противоположном слу- 
ав они называются несоизибриимии. Геометрия даетф мпогочи- 
оленные примфры несоизмвримыхь значений одной и той ме 
величины. ` 
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Измёрить значене какой нибудь величины значить найти 
общую м®ру этого вначещя и другаго значены, хотя и про- 
извольнаго но хорошо извЪфотнаго, принимающаго, при измЪ- 
рени, нвименоваще единицы, 

Если эта общая мфра есть сама единица и измфряемое 
звачев1е собержить ое, папр., 3 рава, то говорятъ, что значеше 
измфряется шелымь чиелоне 3. 

Нсли же эта общая м8ра есть аликвотная часть единицы, 
напр. едивица раздфлена на пять равныхь частей, и иам*- 
ряемое значение веть сумма трехъ изъ этихь частей, то гово- 
рять, что измвряемое аначене есть три патыхь едизицы и 
измзряется числомъ: ри плтыь что пишутъ: 8 

Итажь, изливрить значене ввличины, сомелериное еъ едини- 
цею, значита найунь, сколько едуниць или аликвотиыхь частей 
единицы заключаеть излизрненое значене. Смотря по тому, пред- 
ставляеть ли изм#®ряемое значен1е кратное единицы или крат- 
нов аликвотной части единицы, число, выражающее ео ливру, 
веть целое или бробное т. е. разйональное. Обратно, всякое зна- 
‘тен, иамфряемое ифяымъ илн дробнымь числомъ, т.е. ра- 
щональныхь, соизмЪримо съ единицею, ибо оно есь краткое 
иди этой единицы, или ея аликвотной части. 

Равных значеня измёряются, при одной и той же еди- 
нидф, равными числами. 

Значение, равное сумм значенш, измфряется чиеломъ, 
равнымъ, при той же единиц®, суммЪ чисель, измвряющихь 
слагаемыя. 

Бёльшее значен!е измФряется большиыъ числомъ. 


90. Изм рее значеня, несоизм®римако съ едини- 
ею. Разомотримъ значен!е 4, несоизмфримое 05 едыницею {. 

Возьмемъ рашональное число #, и обравуемъ значеве 
№4, т. в. значеве, равное Вой части единицы И, (пвпри- 


мфръ & 0), и кратныя этого значения: 
11» 0, ЗЛь 0... ьйь 0, (вы-|-1) №0)... 


и пусть наибольшее изъ кратныхъ, не превышающихь измЪ- 
ряемаго вваченя 4, есть х„й», 0. Если назовемъ; 


2.1 0 = А», (в) 0 = 4, 
то А <А<А’. (1) 
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Значешя А; и 4’, соизмвримы съ единицею ©, причемъ 
числа, ихъ измфряюпия, суть ьй» и (2-11) #,. 

Эти числа могуть быть названы числани, излеряющини 
Фанное значене А съ точностию 00 №» въ недостатиоль и въ 
иабытколиь, 


» 
Неравенства (1) даютъ: 
А—А4, < А", — А», А, —А А, — А 
1.0. 4—4, < 5 и А’, — А, < 0, (2) 


Положныь что й» безгранично убывает» по накому ни есть 
завону; тогда №, также безгранично убываетъ, причемъ, слф- 
довательно, 4» и 4', дьлаются перемёнными, и неравенства (2) 
показывалть, что данное значеше А есть общ предблъ, #з кото- 
ому стремятся эначемя А, и А’, (58), т. ©, 


А = Вл (4»)„_со = Ш (А) 


Съ другой стороны, перемзнныя числа и» й,, (2, ИР 
образують систему поблфдовательностей (ть Аи, (2 + 1) №), ко- 
торыя опредфляють нфкоторое чиело а: 


Ти ( = № = Шо, ( (2-1) й 


у 


>) 


Число это, независимое отъ того закона, по которому #» 
безгранично убываетъ, ирращокально. И въ самомъ дЪлЪ, предиоло- 
эжнвь, что оно ращонально н образовавъ изъ единицы 0 зна- 
чене 207, получимъ: 


380 < А’, 


Это двойное неравенетво дает: 
&0 == 11(А',) „со == ША(Ан)„ о: Откуда сифдуетъ (66), что 4==а07, 
1. @, 4 соизм%римо съ {, что противорьчить услов!ю. 
Эта ирращональное число & разсматривается, нахъ число, изнбряю- 
щев значеше А посредетвомь несоизмёримой съ нимъ единицы ©. 
Предъидущее изолвдован!е указываеть на необходимость 
введеня ирращональныхь чисель ция измфрешя величины. 
Воли бы иррашюнальныя числа не были введены въ об- 
хаоть числа, хо въ области величины звотрЪчалиоь бы тамя 
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значения, которыя не измфрялись бы чиеломъ. Теперь же 
каждому значеню величины соотвЪтствуеть соверщенио опред%- 
ленное число; ращокальное—если данное значен!е соизмфримо 
съ еднницею, ирращюональное — если оно несоизмримо съ нею. 

Примвромъ значешя величины, несоизмвримаго съ еди- 
ницею, можёть служить дыгональ квадрата, несоизмёримая 
съ его отороною. Ирращональное число, измфряющее эту 


дааговаль, есть 7” 


8 П. Озношене внечекЙ одной и той-же величины. Пропор- 
мональность. 


91. Отношен1е двухъ значенй одной и той же вели- 
чинъЕ. Отношенаемь значений А и В одной и лой же величины 
называется число, на которое нужно‘ умножить второе изъ 
данныхьъ значений для получешя перваго. Вго означают 


р 
символомъ 


92. Теорема. Отнощене дву значенй А в В одной и 
этой оке величины равно чиелу, нзмеряющелу первое значенще, сели 
зторов принято зв едыницу. 

1°. Положимъ сперва, что это отноптакЧо предотавляеть 


З 
умножить зна- 


соизмримое число, напр. =, такъ что А= 


: . 5. 
; 3 : 
чене В на 5» значить умножить из 3 одну пятую значешя 
т 
3; слЪдовалельно, А есть кратное = В, содержащее эту + В 


три рава, т. е, А предотавляеть 3 В, или 8. воть число, изыв- 
ряющее 4. 

20. Положимъ теперь, что это отношеще есть несоизм»- 
римое число 2, опредфляемое системою (2„ 2}. Равенство 
А=В.з даеть (38): 


В. <АХВ. (1) 


Съ другой огороны, положимъ, что число, измфрающее А 
посредетвомъ В, воть а, и пусть оио опредляется ‘ систвиою 
(п, а’). Имьли. (91): 

ВАЗа, В. 
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Но только что доказали (1°), что а, 8 = В. а, а’„В = В. е 
а потому В. < АЗВ. а. (2) 


Неравенства (1 и (2) говорять, что В. < В.’ 
В.:,> В.@ь или в, «а, и йа, а это покавываеть 
(24), что #= а. ч. и, т. д. 

93. Отнолеше двухь вначен! Я, изм8ренныхъ одною 
и тою ве едниицею, Покамемъ, что если два значеня Ав В 
чзливрены одною а этою ме сдиницею С, то отношение ить фолио 
частному отъ раздтленя чиола я, пзитеряющаео А, на число В, изит- 


ряющее В. И зЪ самомь дВлЪ, имфли: 


&-=0.2.8В=0.8, откуда А=В.5. чит д. 
7 


34. Услов1я пропоршональноости двухъ величии. 
Ясли двЪ величины различной природы. находятоя въ такой вави- 
симости, что отношеше двухъ какихъ ни есть значен! первой 
величины равно отнолленю соотвьфхетвующихь вначешй второй, 
то эти квВ величины называются пропорунальными. Напр., 
роль и дуга круза, описанная изъ вершины угла произвольнымъ 
радусомъ и занлюченная между сторонами угла, суть велячаны 
пропорцюнальныя, 

Для тозо, чтобы дв величины были пропорцеональны, необ» 
зюднмо № бостимточно, чтобы двум равнымь значе яли, Но какимь 
узодно, одной величины отетчали равныл значеня другой ц чтобы 
сулаив двуло пакижь ни веть значенфё одной величины отвочела 
сульма воотеттетвующихе значенй друзой. И въ самомъ дВла, 
возьмемъ два какихъ ни есть звачоня: А и 4’ первой вели- 
чины и соотв тствуюцИя значешя: В н 8’ второй. Отношещя 


В 
ихь обозначелтея, какъ видфли, символами т, и ту. 


1. Покаженъ, че высказанных условя необходимы для 
пропоршональности. Для сей цзли положимъ, что иропорцю- 
нальность иметь мото, такь что: 

А’ ВВ 
= 


В 4 
557, откуда "5 


Равенства эти говорятъ; первое-—что равнымъ эвачешямъ 
одной величнны отвёчають равныя значешя другой, ибо если 
А-=4', 0 В=-В’ второе — что значешю (А+. разному 
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сумм значенш первой величины, отьЪчаеть аначеме (В--2’), 
равное суммЪ соотвтотвующихь значея второй величины, 
что и пужно было показать. 

2. Покажемь, что высказанныя условя достаточны для 
пропорщональиости. Для сей цЪфли положимъ, что условя 
пыуфють м$сто, и докажемъ, что данння вепичины пропорцю- 
нальяы. Положимъ, во мервыхь, что отношен!е а воть релйональ- 

+ 


нов чиСно =”, тд г и в 0уть чиола натуральныя, такъ что 


Назовемъ з-овую часть вначеня 4, буквою а и 


А==т, А, = 55. (1) 


Если назовемь вначен!е второй величины, соотвЁтетвую- 
шее зваченюо а, буквою В, то, при сущеотвоваяи звысказан- 
ныхь услозИ, будемъ имфть: 


В= 1, В,=%. ®) 


А _ В 
Равенотва (1) и (2) дають: ДЕв.: "6 Занкыя величины 
а ` 
зропорональны. 


. 4 . 
Положимъ, в0 вторызь, что отношен!е -г. еоть ирращюналь- 
1 
ное число, опредфлонное посл довательностью (ан, а'»), такъ что 


А 
< 1. < @/,, откуда в» А, А А, 
: 


Если высказанныя услоя имфють мФето, то значенямъ 
„А, и @’,А, первой величины соотвётотвують значеня а„В, 
и 9,8, второй; принимая теперь зо вкиман1е, что бёльшему 
изъ значени первой величины соотвфтотвуеть, на основа и 
услов, большее значене вхорой, можемъ пнсать: 


В 
В, < В<а,В, откуда в» < р: гы 
й 


4 В 
И такь, оба отношеня Я = р опредьляются одною и 
1 а 
и тою же системою (а, &»); олфдовательно, ови равны, и вели- 
чины, прюпоршональны, 
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95. Иримвры. 1. Уголё пропорщоналень думь, отеанной 
48% ео вершины произвольнымь рай усонь и закмоченной между его 
сторонами, ибо раввымъ угламъ соотвфтотвують равныя дуги 
и углу, разному суммВ угловъ, соотвфчствуеть дуга, равная 
суммЪ соотвтотвенныхь дугь. 

2°. „Двугринный уголв пропороналень его линейному уму, 
ибо равиымъ двуграннымъ угламъ соотвфтотвують равные ли- 
ненные углы и двугранному углу, равному суммЪ двугран- 
ныхъ угловъ, соотвфтотвуетт. линейный уголъ, равный суммь 
соотв тетвенныхь линейныхь угловъ. . 

83°. Площадь пряноуольника, при одноль в толь вв основан, 
зропорональни высстть, ибо равнымъ высотамъ соотвфтетвують 
равныя площади и высотВ, равной суммЪ высоть, соотв тотву- 
еть площадь, равная сумм® площаден» 

40. Периметуь правильнаго инозоуюльника пропоруоналень, 
при одномь м толь же чиель стороне, рабусу этого инош- 
уголаника, ибо равннымъ радусямЪ отв®чають раввые периметры 
и радусу, равному суммЪ ращусовъ, отвЪчаеть периметрь, 
равный сумм периметровъ., 

5°. Дума не пропоршюнальна стязнвающей ее 200%, нбо хотя 
равиниь дугамъ и соотвфтетвуютъ равныя хорды, но дуг, 
равной сумм дугъ, не соотвфтотвуеть хорда, равпая сумм 
хордъ: хорда вуммы двухъ дугь менфе суммы хордь этихь 


дугь. 
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Изм'врешя длины дути окружности, плошади вруга 
и его частей, поверхностей и объемов цилиндра и 
конуса вралщон)ин, хара и его частей. 


96. Предметъь главы. Въ этой глав% будуть приложены 
предъидуция теори къ измфренйо длины дуги окружности, 
площади круга и его частей, поверхностей и объемовъ цилиндра 
и конуса вращеня, шара и его частей. Приступая къ этому 
измъреню, сейчась же отмВтимь разницу въ сущности во- 
просозъ: 1) объ измвреши длины дуги кривой и площаден 
кривыхь поверхностей н 2) объ измфреши площади плоской 
фигуры и объема. Ни длина дуги кривой, ни илощадь кривой 
поверхности не могутъ быть соотвфтотвенно изм®реяы длиною 
прямолииейнаго отрфзка и площадью плоской фитуры, ибо 
нельзя предотавить такого прямодинейнаго ‘отр®зка, который 
совмфшелоя бы съ криволикейнымъ отрЪзкомъ, и нельзя 
представить такой плоской фигуры, которая совыфщалась бы 
съ кривою поверхиостью. СлВдовательно, дая возможности 
указанныхь измфрен должеы быть установхены тая опредф- 
леня длины дуги и площади кривой поверхноеги, которыя 
позволяпи бы выполнить эти ивывреня. ° 

Что эне касается намврешя площади нлоской фигуры 
и объема, какими бы лишями и поверхносфями они ке были 
ограничены, то измврешя эти могуть быть выполиены соотвёт- 
отвенко посредотвомъ площадей плоскихъ фигуръ, ограничен- 
ныхь прямолинейными отр®зками, п объемами, ограниченными 
плоскими поверхностями. Слёдовательно, для возможности 

. этихь измВрен!и не понадобятся особыя опредёлещя площадей 
плоскихь фигуръ и объемов. 


$ Т. Ивифренв длины дуги окружности и оиружноети. Число я. 


97. Опредвлезме.. Длиною дуги окружности называется пре- 
дфль. переливнниео черииетра вписанной (описанной) въ эту дузу 
УЧЕБННКЪ АЛЕВБРЫ, 8 
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(около этой дуги) ломанной лини, вели касюдая изъ второнъ ея 
безгранично убываенуь, т. е. безкомечно лил. 

Для того, чтобы опредВиене это имфло сиыель, необхо- 
димо и достаточно показать, что предьль этоть существуеть 
и не зависить оть того закона, но которому стороны ломанной 
лини безгравично убываютъ. 

98. Теорема. Периметрь ломацной лиши, вписанной (описан. 
ной) 8% данную дузу (около дуги) окружности, имтъеть ппедель, сели, 
стороны этой мииы безгранично убывалоть, ие зависящей отъ за- 
ков этозо убываня. 

Вообравимъ, что въ даиную дугу окружности вписань 
безграничный рядъ зоманныхь лив!{, сторояы коихъ безгра- 
нитно убывають по нёкоторому закону. 

Пернметры этнхъ лин образують послиздоваительноеть: 


р, Рь В, Р,, . [9] 
Перяметры воозивтетвенныее пивИ, описайныхь около 
той же дуги, образують послюдовательмость: 
2’, Ву, В, РР... (2). 
Покажемъ, что послёдовательности (1) и (2) образують 
систему (Р„, Р»’). И въ самомъ дъль: 


1. Каждый членъ посп№довательности (1) мене каждаго 
члена посл довательности (2), 


2. Равбмотримъ (черт. 1) какую вибудь вписанную ло- 


хо 


Черт. 1 


[а 


манную линно АВС.,. и соотвфтетвенную ей оцизанную 
КВ..., периметры коихъ означихъ буквами №, и Ри. 
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Яено, что Р,= УАХ, Р,„-= УАБ, гдь знакь У овна- 
чаеть экакъ суммы, такъ. что: 
Р,— РВ, = (АКАР). (8) 


Подобные прямоугольные треугольники ОАО н ОАК 
дадуть: 


АЕ [22:3 АК— Ар ЕТ. 
др ОГ Пар ор: 
КТ: А. 
слздовательно, АК— АЛ == ИР. 


= потому, иа/ оснорани (3), 


КГ. 1х 
у 
ст от ХАГ.АЬ. (9 


Р. — В, = У 
Назовемъ буквою 3 наибольшую изъ сифрюлоюь ЕТ. 
Замвнивъ стрёлки КТ подъ знакомъ суммы этою наибольшею, 


вынеся ее, засимъ, за зизкь У и принявъ во внимане, что 
УаАр-рР, получимъ, изъ равенства (4), 


Рь 
Р.—В< 8% . (5) 
тд8 Я -0Т есть ращусъ окружности. 

Прияимая теперь во вниман!е, что периметръ Р, не во8- 
растаетъ безтранично, т. е, остается менфе иФзкотораго зня- 
ченя Л; принимая во вниман!е, что стр®лка В безгранично убы- 

й Иа 
заеть при безграничномъ убываи сторон, такъ что В <р 
дия п= и замёнивъ въ правой части неравенства (5) 
В» и 3 большими зиачешями, получим: 


Г № 
Р.Р <: >, те. Р„--Р,<а даяв рей. 


-И такъ, олздовательно, яослебовательноети {Р,) и (Р’,) 


обуавують систему (Р», Р'»). в: 
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Возьмемъ теперь прямую неопредЪленной длинн и иа ней 
отъ нзкоторой точки О отложимъ, въ одну и ту же сторону, 
отр®аки, равные периметремъ ‘Р, и периметрамъ Р’,. 

Означимъ концы‘ периметровъ Р, буквами 4„, концы 
периметровъ Р’,—буквами А’, такъ что: 


Е, ОА», Р, =0А»,. 


Относительно периметровъ можемъ сдВлать три пред- 
положення: 

1) Среди периметровъ Р», или, что тоже, среди отрёвковъ 
ОА», имВется намбольшй Р., равный отрззку ОС, такъ что: 


(Рь == Од) 5 (р. 006) < (Ры-= 04“, 


2) Среди периметровъ Р’, или, что то же, среди отрЪа- 
ковъ ОА’, имЪфется наименыйй ФР’, равный отрзку ОС’, 
такЪ 970; 


(Рь=.0 А») <: (Р', == 00’) == (Р’, == 0 4*,}, 


3) И, наконець, ореди периметровъ 2, нвтъ наибольмито, 
®’ среди периметровъ Р’, низ наишиеньшияо. Но тогда на на- 
ней прямой будеть лежать точка С; отдёляющая концы А» 
огь концовъ 4”, и отрзокь 00; будетъ удовлетворять двой- 
вому неравенству: 


(Р, == ОА») < ОС, < {ТР == ОА. 


4) СовмЪетнаго предположешя: средн перимехровь Р» воть 
наиболиий Р. и среди перимегровъ Р’» воть найме Р’,, 
одфлать невозможно, ибо тогда: Р,—Р„ >В’, —Р, шв. нера- 
вевотво Р,—Р,<а для н22Ё не имЪло бы мЪота, 

И такъ, олЁдовалельно, на нашей прямой находитея 
такая точка О, разотояе которой. отъ точки О, т.е. отрьвокъ 
00, который назовемъ буквою С, будетъ удовлетворять одному 
изъ условШ: 


РО Р,, СР, р, О«Р.. 


Услошя эти дають неравенства: 
СВР. Ва Р.О Р,-РЬ,<а для в, 
кеторыя коворять: 
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Периметры ломонныхь лин, втисанной въ угу окруожноетии 
и вписанной около цея, стремятся, при безгранично убывани длин, 
второнь, #% одному предьлу. 

20. Измфнимъ законъ убываня сторонъ и назовемь пери. 
метры вписанной и описанной ливН, соотвтотвующе новому 
закону, буквами р» и 2’. По цокаванному сейчасъ периметры 
эти стрематся къ общему предфлу, который назовемъ буквою с. 


Но р, <рьи Р', > ры олфдовательно (67), 
Сэеи Се 


Такъ какъ О не можеть быть одновременно мене си 
боле того ке в, то остается заключнть, что 


[#4 


ЭЗамётимъ, что прост®йний закоиъ убываня соотвытотвуеть 
зписыванно и описыванно правильныхь многоугольныхь, число 
сторонъ коихъ безгранично возрастаеть, 

99. Замвчаню. Данное опредвлене длины дуги окруж- 
ности говорить: 

1°. Равныя дуги имфють и равныя длины. 

2°. Дуга, равная суммЪ дугъ, имфеть @лину, равную суммЪ 
Алинъ олатаемыхь дугъ. И въ самомъ дьлЪ, положимъ, что дуга, 
длину которой означимъ буквою (, равна оуммЪ дугь, длины 
коихь овначимъ буквами с; н с.. Впишемъ въ каждую изъ 
слагаемыхъ дугъ ломанныя лиши, периметры койхъ означимъ 
буквами р’, и р’». Эти дв поманныя ливи, составать одну 
ломанную лин, вписанную въ дугу С, и ся периметръ 
Ру» -- р". Если теперь стороны впиовлныхъ лин! будуть 
безгранично убывать, то периметры В, 2’ р'»„ будуть стре- 
миться сботвЪтотвенио къ предфламъ С, в; и в; ко 


Вт (Р} = йт (р’,) -- т ("у сл% довательно 
ба Не. 


Изложенное показываетЪ, что дуга онруоеноетие и величина, 
зазванная Элиною этой буть, суть величины пропоршоналиныя, ибо 
раввыль Зузамь отвючелоть равныя длины м дуть, равной сумить 
Эуеь, отвечаете Элиша, ровная сумаив Элин® слазаеныеь (94), 

100. Отношен1е длины окружности къ длинв дща- 
метра; Число т. Раземотрнмъ двЪ окружности, даметры 


чит д. 
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коихъ суть ЗА и 9". Назовемъ длины окружностей буквами С’ 
ие Впишемъ въ окружности одноименные правильные много- 
угольники, число сторонъ коихъ # безгранично возрастаетъ, 
такъ что самыя стороны безгравично убывають. Назовемь пе- 
риметры многоугольниковъ буквами Р, и р», Цо опредфиеню 
{97) получимт: 

Ст (В), с три 

оо 


п=ее 


Съ другой стороны, числа. измвряющя длины С ие по- 
средетвомъ даметровъ 9 и 2”, или, что то же, отношеня длинтъ 
С ис въ даметрамъ 2 и 2х суть предфлы отношен пери- 
метровъ Рь и р» къ тВыъ же авметрамъ, тамь что 


Ви: 
5. слЪдоват, (73), 


. В, 
Но’ изъ гоомотри иввфотио, что 


С в 
28 № 


Равенство это приводить къ важиюму заключен: 


Отношене длины окружности къ дликБ ея даметра есть посто- 
[а 


аниов число. Оно означается буквою п, такъ что пь == п, 
[2 


откуда О== 2+, В 


7 


Это число п ирращенально и можеть быть вычислено только 
прийлизительно. Въ высшей малематиюв даются удобные спо- 
собы для его вычислешя. Во и здфоь можно показать возмож- 
ность вычиеленя *. 

101. Вычиолей!е т. Если риР суть чисиа, изивряющя 
периметры иравильныхь многоугольвиковъ объ п оторонаху, 
вписаннаго въ окружность и описаннаго около нея, то числа. 
ни Р,, изм5ряюция периметры правильны хъ иногоугольниковъ, 
вцисапнаго и описанваго, объ 2я сторонахь, выражаются, кажуь, 
извъотно изъ геометр!и, черезъ ри Р такимъ образомь: 
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Цереходя къ многоугольникамь объ +м сгоронахь и означая 
числа, изифряюция ихъ периметры, буквами 1, и Р»„ полу- 
чит: 


Образуемъ послЪдовательность чиселъ: 


1 т 1 1 1 1 
РОВ: ЕТ И ВЬ , ® 


зъ которой каждое число есть поперемнно среднее аривме- 
тическое и среднее геометрическое между двумя предън- 
дущими, 

Послёдовалельность эта имфетъ предфль, раввый числу 
т ТДЬ С есть чиело, измфряющее дливу окружности тою 
же одиницею, какою измёрены периметры. Поли за еди- 


: + 
ницу мфры возьмемъь маметръ 21, то число т, будеть равно 


2 
числу =- 


Положимъ, что рн Р еуть периметры ть тогда 


та. р 


уз 


= Принимая во вниман!е, что = есть сре- 


1 = 

Г. 
: У 

днее ариеметическое между Фи >> а 4 есть среднее геометри- 


1 
ческое между 5 и ‚› можемъ оказать, что #06л5д0в4- 


тельность: 


члены хоторой предетавляють попеременно среднее врионотиневков 
4 вфеднее звометричеекое между Звумя предъидущими, зелень 
эредтедом числе 1 причемъ: 


1 1 1 
< Ч 
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Неравенства эти даютъ достаточно удобный способъ вычисленя 
числа, 1 какимъ угодно приближенемъ. Вычиоливъ число 


Е, легко вычиелимь число к. Воть таблица вычислен!и: 


= 0,2500000 .. + 0,8585684 ... 


1 . 1 5 
в; = 08011767 5 м=08266407 ... 


0,3142087... —==0,8208644... 


0,3172865.. 0,8188217... 


| 
2 = 0,8180541... 1 ==0,8184817.., 
я м 
1. —0,8182459... 2 =0,8188418 ... 
н. т. д. 


1 
Поаелфдняя строчка покавываеть, что ’тзаключено между 


0,3188 и 0,3184 и, слЪдовательно, имЪеть значешемъ число 
0;8188 до одной десятитысячной; число х заключено между 


н . В 
оважь 8142... и уз 


т: е. между 3141 и 38,148; око иметь, слфдовательно, значе- 
Н6мЪ 8,142 до одной тысячной. 


олфе точныя вычисненя дали бы: 


28,141. 5 


п=3,14159265358979828846 ..., 
1=0,31830988618370007158.., 


10810 п == 0,40714987269418885486... 

102, Архимедь. Архинеду, знаменитому геометру древ- 
зюсти, жившему въ Сиракузахь за 250 л. до Р. Х., первому 
принадлежитъ слава опрецвлевя отношешя длины окружности 
кБ даметру. Архимедъ показалъ, что число п заключено между 


Постояниое число, =: превышающее п ме- 


не чм на р достаточно во многихь приложеняхь, Оно, 
между прочимъ, предезавдяеть 2-ую подходящую той непрерыв- 
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ной дроби, въ которую развертывается число =. Должно еще 


отыЪтиТь значене съ избыткомъ, равное р и данное Мещу- 


сомъ; ошибка не достигаеть полумиалюнной. 


103. Выражен!е длины дуги въ радгуо этой дуги. 
Положимъ, что дуга принадлежитт окружности, ращусъ ко- 
торой воть 2. Назовемъ длины дуги и окружкости буквами 
Ти С. Если данная дуга содержять #°, то отношеще этой дуги 

р 
385 
равно отношенно длины ея къ длин® этой окружрости, т, е, 


къ окружности равно Съ другой сторовы, 370 отношение 


равио ъ ибо дуга пропорцюнальна своей длин 499). И хакъ, 


би ре 
откуда 2=- 88° но С=атВ, 


жЕн 


слздовательно, { 180' 


‚ Что и хотЬли показать. 

104. Подобныя дуги. Дуги, отвЪчаюцщия равнымъ централь- 
зымъ дугамъ въ равличныхь кругахъ, называютея побобными, 
Отноциые двужь побобныхь дуть равно отношению соотезитетвен- 
зыть радиусове. Назовемъ: длины подобвыхь дугъь — бунвами 
Ти Ни ихь ращусь-—буквами В и П,. 


1 Вы 
180 1 180? 


, ПИ: 
ВидЪли, что откуда т» 


$ П. Изиерене площадей круговато свътора, круга и круговаго 
сегмента. 


105. Теорема. Илущаь крузоваго сектора сеть прейтль пв- 
релиьнной площади аписаннаго {описаинаяо) ннозоугольнаю вектора, 
если стороны вниеанной (отисанной) въ Зузу (около дузи) овктора 
ломанной мийиц безуанично убывеиоть. Впитлемъ (опитемъ) въ 
дугу (около дуги) секлюря ломанную линйо, стороны которой 
безгранично убывають, и соединимъ центръ круга, которому 
принадлежить секторъ, съ вершинами этой ломанной лини; 
тогда въ круговой секторъ (около иего) впишется (опинтетоя) 
многоугольный оекторь. Очевидно, что’ площадь круговаго 
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сектора 8 заключена между площалью 8, вписаннато сектора 
и плоцадью 6’, описаннаго сектора, такт» что: 


5 <8<8, () 


Привявъ 30 внимая, что 8, и 8’, могуть быть разома- 
триваемы, какъ суммы площадей треугольниковъ, вершины 
коихъ лежать въ цевтрв круга о, а основаня соотвтотненно 
суть: АР, ОВ,...и АК, ВК, ... (Черт. 1, стр. 892), получимъ: 


5, У гАР. ОР, 8, =У- АК. 04. 


Назвавъ лаибольшую и наименьшую изъ аповемь ОД 
буквами гиф, а ращусъ круга Од буквою Е, и привявъ во 
вниманю, что УАЛР и ЗАК суть ооотьфтетвенно периметры 
вписанной и описанной ломанвыхт, лин, которые, т.е. пери- 
метры, обозначимъ буквами Рь и Р’,, получимъ: 


р 


РАЗ Рь. Ть, в, =Р,. 


Есии стороны ломанвыхь ниш безгранично убывають, 
то, 80 первыяь, периметры ихт, Р, и Р’, имють предьль, на- 
званный дциною той дуги, Въ которую и около которой вти 
ломанныя лини виисана и описана: ‘40 вторыаь, наименьшая 
и паибольшая апосвемы т и р имфють предёлъ, равный ращусу 
круга А, ибо разность между этимъ радусомь и каждою изъ 
этихъ апоеемъ менфе соотв Втотвенной стороны вписанной ло- 
манной лия. 


Рь. три Рь.1 В 


Отоюда слъдуеть, что количества Р, 


вмзють общ предвль С.-- В, в потому (69): 


т {5,) = Ит (5) 


е-- 


-В ©) 


1 
5 


Сравнивая этютъ результать съ двойнымъ неравенотвомъ 
(1}, видимь, что яоетоянное количество 5, предотавляющее пло- 
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щаль сектора, заключено между двумя переменным 8, и 9’, 

инфЮщими, какь показывають равенства (2), одинъ и тоть же 

предфль, когда стороны вписажной и описавной ливЁЙ бевгракич- 

но убывають, а потому оно иметь тоть же предфлъ, ч. и, т. д. 
106. Ивм$реве площади круговаго сектора (пруга). 

1°. Предыдущая теорема даетъ: 

нь (5+) — 0. 5, (1) 


тео 


т. е. площадь вектора (круз) изливряется произведещемь длины 
#0 Эузи (окружноети) на половину рабува. 

2. Для круга С == 2«А, в потому площадь круга можеть 
быть выразнена такт: 


в= 


Равенство (1) говорить, что ялощайь сектора пропорцео- 
нальна длин соответетвующей дуги, а потому отношенае пло- 
цади сектора къ площади круз равно отношенто длины дузь сеп- 
тора въ длин окружности, 

Есин, сл®довательно, число градусовъ въ дуг сектора 


равко я, то нлощадь сектора можеть быть выражена, такъ: 
в 


й == площадь сектора = 5 площади ‘круга == В, 385 

Формула эта позволяеть вычислить одно изъ количествъ 
п, Ви 9, если остальныя два дапы, 

107. Отношев!е площадей двухъ подобныхъ секто- 
ровъ, т.е. ограниченныхь подобными дугами, равно отношению 
хвадратовь ить рад усовъ. И въ самомъ дл, пусть площади 
секторовъ, длины дугъ и ращусы ихъ соотвётотвенно суть: 
Яий,1и Е, Вир. Имёли: 


В.Т Ван, 


1 1 Я в 
—1. — ре: нЕ 
5 ЕЯ #. В, откуда 


1 Е 
но дуги подобны; олЪдовалельно, ты & потому 


8_Е . 
= ик чи. т. д. 
Площади двужъ чрузовъ относятся, какъ квадраты радйусовъ 
34. даанетровь: 
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108. Вычислен!е площади сегмента. Площадь круго- 
ваго сеъменти, тп. е. части круга, заключенной между душю и вя 
торвою, чзивряетея произведем половины рабзуса на разность 
„езду Зузою свъмента и половиною порды, стягивающей двойную 
дугу. 

Данъ сегментъь АМВ (чер.2). Его площадь 8 есть разность 
между площадями око ОАМВ и треугольника ОАВ. Но 

ВВ, 1 


пи. вх, (ОЛМВ) == ав АВ. 5 ОА, пл. тр АВ ВР. 5 + ба 2—5 0%, 


в потому 8= 0% (в ав-1ьв\ 50 илья Вис АВ) 1 итд. 
Напр, если ращусъ равенъ 2 метрамъ, а дуга содер- 
ить 60°, 10 
66 мс Уз. 


АВ = = В. =, би 60'=- и, олъдовательно, 
9 360 в’ 2’ ь , 


5 0, 862844, 


до одного квадратнаго миллиметра. 


109. Ол детв1в. Отношеве площадей двужь подобныйхь сез- 
лентовь, т. в озраниченныхе подобными дузьми, равно отнощеняо 
хвадратовь ижь рад усовь. Назовемъ площади соотвфтотвевныхь 
секторовъ и треугольниковь буквами би 6, Ты Т,. Такъ 
какъ секторы, равно какъ и треугольники, подобны, то 


в_ м т _ в 
м - до р ИЕ 
в той 


откуда, на осиован{и иввЪетнаго предложеня о равныхъ отно- 
шентняхъ, 
7 3 


ШИ” в чи. т. д. 


110. Разность между дутою и хордою. Ризмость 
‚между буюю ВАЗВ’ круз, менышею полуокружюноети, и ея тордою 
ВВ’ ментов куба дузи, разбвленнало на квадрать рабуса,‘умноонен- 
ный на 24. 
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Обовначимь дугу ВА буквою а, ея хорду—буквою в и 
в 
Е 


вообще хорду, стагивающую дугу ‚ буквою гк. Вели А 


р 
есть средина дуги ВАВ’, то плошадь сегмента ВМА изм ряет- 
ся (108) произведещемтъ: 


Черт. 2, 


Съ другой стороны, если точка. М есть серодана дуги ВА, 
точки Е и Е, суть средины дугъ ВМ и МАит д, и воли 
обозначимъ соотвЪтетвенно буквами #, &,... площади равнобед- 
ренныхь треугольниковъ ВМА, ВЕМ,. .., то площадь сегмента 
ВМА предотавить предфть суммы: 


п -ЕЬ-..,  ы.. 


Но замфтимъ, что площадь какою нь воть равнобедренназо 
эпреузюльниия ВМА, вписанназо в крузвой сегмент», меньийй по- 
лукруза, менте куба Эузи а, оорочичивнющей сеоменть, разовлен- 
16 на 16 В. И въ вамомъ дёлЪ, извЪезтно, что 


АВ.ВЫ. МА . 
пи. А ВМА < тей 
. с Га 
На ооновани сего, „< ВЕ (>), а нотому 
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пля а—в< те. о (8) 


Для приложешя найдемт, напримфръ, каков» долэвень быть 
радгусь круза для того, чтобы разность между душою въ 60 мот- 
ровъ и ея хорбою не достигала 1 миллиметра? 

Достаточно, чтобы В удовлетворяло неравенетву: 


9 ‘откуда. 
зале < ово ТКЯл@. 


Радлусъ круга долженъ быть, по крайней мЪрЪ, равень 
3 киплометрамь, 
Замётивъ, что с= В. з Эл о нназвавь р = 2, тд 


% менЪфе > ибо, по условно, а< „В, изъ формулы @) получины: 


в —Эшех 5 


извЪстную формулу тригонометр!и. 


$ ПГ. ИвивреЕ!е поверхности цилиндра зращен! я, 


117. Опредфкен1е. Площадыю боковой повертностии цилиндра 
врощеня называется предюль площади боковой поверлноетль опиван- 
хой (опиевнной) еъ этоть цилиндре (около цилиндра) прямой 
призмы, кода зрани этой призакы безконечно малы, 

Дая того, чтобы  опредЪлеше это имЪфло смиелъ, 
должно, чтобы предфяъ этотъ существоваль и не зависить 
оть того закона, по которому грани призмы безгранично убы- 
ваютъ. 

112. Теорема. 7/ лошадь доковой повероноеты стисанцой (о1- 
ванной) в% цилиндре вращентя (около цилиндра) прямой привиы 
имтеть пуебвль, козда грани этой призмы безгранично убывають, 
на завиалийй от запона этого убываная, Впищемъ (онишемъ) въ 
цилиядрь вращевня (около цилицлра) прямую призму, грани 
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которой безгранично убываютъ. Основаше сей призмы есть 
многоугольникъ съ безгранично убывающими сторонами, впи- 
санный (описанный) въ окружность основая цилиндра. 
{около этой окружности), а высота —высота цилиндра. 


Площадь боковой поверхности 5» (8») этой призмы 
равняется произведено периметра р» (Рь} основаня призмы 
на ея высоту Н, которая есть высота цилиндра. 


Принимая Ро вниман!е, что периметрь р» (Р‚) основашя 
призмы иметь предфлъ, который быль пазванъ длиною 
окружиости 0, въ которую (около которой) вписано (описано) 
основан!е призмы, причемъ высота И остается нензмфнною, 
заключаемъ, что предёль площади боковой поверхности 
8: (8) существуеть и це зависить оть того закона, ио кото- 
рому стороны основаня призмы безгранично убывають, ` 


ПростЬйшнй законь убывашя соотвфтотвуеть вписы- 
вашю (описывон!ю} правильныхь многоугольниковъ, число 
сторонъ коихъ безгранично возрастаетф. 


113. ИзмВрен1!е площади боковой поверхности 
пиянидра. Назвавъ эту площадь буквою 8 и сопоставляя 
данное опредзлете съ доказанною теоремою, получаем: 


5 = Ш (&) = (5) = Ноа (рН) == НИт () = О.И, 


н-:со ло р я: 


т. е. площадь боковой повертности цилиндра излряетея тизоизве- 
денемь длины окружности ета основан я на ео высопыу. 


114. Олвдотвя. 1. Бели Л воть ращусъ цилиндра, то 
С = 3=В, и, олфдовательно, ‘—2лй. Н. 


Прибавивъь кь этой боковой площади площади основв- 
И, или удвоенную плошадь, 2=А?, одного изъ пихъ, получимъ 
дяя полной площади Т цилиндра: 


Тези ВН | ди == В(В--Н). 


25. Пусть будуть: 8 и ©’ боковыя площади, Ри Г’ полння 
площади, В и В' раЧусы основаый и Н и ДН’ высоты двухь 
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подобные цилиндровь врыцев\я, которые, по опредфденю, 
даюты 


го = Е и, слвдовательно, 
5 _ ВН вн в _ №, 
$ На тв'Н д" В" 


дав в пн м _ в 
еб т во в — Ва- р» 


т. ©. боковыя или полныя площади двухь побобныхь цилиндров 
вращения относятся, как явадреты рабуеовь и хак квадраты 
высоть. 


С ТУ. Ививрен!е поверхности конуса, 


115. Опред%лен?е. Площадьюо боковой поверхности конуса вра- 
щенбя называется пребъль площади боковой поверсноети вписанной 
(описанной) въ этотъ нонуеь (около конува) вирамиды, когда рами 
эт9й пирамиды безконенно малы. 


Для того, чтобы опредфлене это имфло смыелъ, должно, 
чтобы предфлъ этоть существоваль и ие зависить оть того 
закона, по которому грани пирамиды безгранично убывають. 


116. Теорема. Площадь боховой повержностиь зтеанной (оти- 
ванной) въ конусъ вращения (около конуса) пирамиды илтзеть пре- 
бъдь, когда срани этой пирамиды безеранично убывають, не зави- 
сяшуй отъ занона этого убываня. Впишемъ (опишемт) въ конусъ 
{около копуса) перемЪфиную пирамиду, грани которой безгра- 
нично убывають. Основан е этой пирамиды есть многоуголь- 
викь, СЪ безгранично убывающими сторонами, вписанный 
{описаный) въ окружность овновая конуса (около этой окру- 
эиности); аповемы оеиеанной пирамидн, т. е. высоты ея боковыхь 
граней, различны для различныхь граней, если пирамида не- 
правильная; ребра этой пирамиды суть пронаводящя конуса, 
иричемъ разность между каждымь ребромъ и аловемою мензе 
соотвётелвенной стороны вписаннаго многоугольника; аповемы 
описанной пирамиды, т. е. высотй ея боковыхъ граней, равны 
между собой и равны производящимь конуса. 
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Назвавъ: буквами 5, ‘и 8, —боковыя площади виисан- 
ной и описанной инрамидъ, буквами а,-— сторовы осповавя 
виисанной пирамиды, буквами в’, — стороны освованя описан- 
ной пирамиды, буквами Р, и Р’„_периметры этихъ основан, 
буквами 8» --аповемы впиеннной пирамиды, буквами и В— 
наименьшую и наибольшую изъ нихъ и, наконець, буквою #— 
производящую ковуса, получимъ: 


1 х 1 
ВХ Ь, Ха. 11, 
огкуда: 
з й 
‚ ВР. (0 


Полн стороны вписаннаго и описаннаго многоугольниковъ 
безгранично убываютъ, то периметры Р, и Р”, имфють одинъ и 
тотъ ке предЪзлъ С, названцый диннох той окружности, въ которую 
и около которой воисанъ л описань многоугольники основа 
„разсматриваемыхь пирамиль; наименьшая и наибольшая ‘апо- 
вемы Ри В имзють нредъломъ произволящую копуса 2. .СлВ- 
довательно, количества: 

Рь. 15, 


р. 


1 
т 


имВють один и тоть же предвль С. а /, независимый оть того 
закона, но которому стороны многоугольниковъ безгранично 
убываютЪ. 
Тоть не предфлъ имють, на основан (1), и площади 
В, и 5’, боковыхь поверхностей внисанной м оциванной пнуа- 
. мидъ 166,69). И таль, 


т (8) вт (2.54) 


со == 


я (5, 


а 


117. Изм рен1е площани боковой поверхности ко- 
нуса. Пазвавъ эту площадь буквою 9 и сопоставляя данное 
отредфлеше (115} съ доказанною теоремою, получаемъ: 


1 
С. 1, 


8 == Ва (8) 


1 


тт (85) Вт РВ) 


яео 


х. в. площадь боковой повержноетии хонуга ‘измеряется вроизведе- 
эмемз длины окружноети его оснонйя наполовину производящей. 
УЗИБЦИКЪ АЛГИБРЫ, 7 
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8, Слёдотвя. 1°. Если В воть ращусъ основазя конуса, 
т С=2лЕ и, слЬдовательно, =" А 1. Прибавивъ сюда пло- 
щедь основашя конуса, «В*, получимъ дня полной площади: 


Так НОВ). 


2 Повторивъ разсужденвян п” (114,25), узнаемъ, что боновыя 
% полныя площади двух® лодобныль конусов вролценя отновятея, 
канъ квадраты раёусоеъ, какъ квадраты аровель и вакъ квадраты 
высота. 

119. Плошхадь боковой поверхности усёченнаго ио- 
нуса врашщен!я. Назовемъ д0ковою клощайю устченнаео конуса 
разность между боковыми площадями полиало и отетненноло зонусове. 

Впишемъ въ полный конусъ пирамиду; плоскость вер- 
хнаго основаня усъченлаго конуса разобъеть эту пирамиду на 
‘дЪ части, изъ коикь: одна есть пирамида, вписанвая въ от- 
оЪченный конубъ; другая есть усВченная пирамида, внисанная 
въ усЪченный конусъ. 

Назвазъ боковыя площади полной, отозченной и ус%чен- 
ной пирамидъ соотвЪтственво буквами 5,, 5’, и 5"„, а боковыя 
площади соответственных конусовъ буквами 5, 5’ и 9", полу- 
тимъ: 


5"»==8, — 6, и, шо опредфленио, 8" =86— 5. 


Положимъ теперь, что стороны ‘полной пирамиды безгра- 
нично убывають. Тогда, 


бт 8.) == 8, них (8) = 8, 


Фр (5"} == Вт (9) — бт (8) =9— 5’ = В". 


Равенство это говорить, что бомовая илощайь увьченнаео вд- 
уса ривна зребтьлу боковой площади усзменной пирамиды, аписан- 
ий въ ототь понусъ. 

Пазлзавъь даиву окружности военяго основаня конуса и 
периметр виисаанаго въ него многоугольника, длину окру- 
‚ жности верхнято основамя конуса и нериметръ вписаннахо въ 

него мтогоугольника, вповему усёчениато конуса и аповему 
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усЪченной пирамиды соотвфтотвенно буквами: СиР,. С’ иР’, 
Ана, и принявъ во виимане, что 


5" 5 (Р»+Р,ь)а, получимъ: 
"(ет 9%) = 1 (т.р, + Пт Ву). та 1160). А, 


т. е. боковая площадь устченнаю конуса вралщеная излтьряется про- 
езведенаемь полусульны окружностей езо основан на его азовему, 
120. Сяъдетвия. 1°. Если В и Е суть радусы основан 
конуса, то = и [2 
5 «(+ 8). А. 


= ,,.. & потому 


2. Черезь середину производяшей усЪченнато конуса прове- 
демъ плоскость, параллельную основашямъ конуса; радтусъ сВче- 
н!я равенъ полусумм ралусовь этихь ослованш, а потому 
длина окружности сЪченя есть средняя ариеметическая длинъ 
хкружностей ослован\;, и можно, слВдовательно, сказать, что 6о- 
ковая площадь усвченнало конуса вращеная изливриетея произведенемь 
длины охружностии, равностоящей оть объиль основан, на аповелу. 

Подобнымъ же образомъ можно выразить и боковыя пло- 
щади цилиндра и ковуса, ибо окружность, равностоящая оть 
основан, равна; въ цилиндр-—окружности сосновая и въ 
конус%--половин® окружности основанЁя. 


$ У. Ивыфрене поверхностей шароваго пояов, тар и шароваго 
сегмента, 


121. Опредёлен!в. Площадыю зовержности шаровазо поява, 
производимаго вращешемъ дуги окружности около оси, дугу не 
разофкающей, называется предьль, мъ которому стрелиится пло- 
щадь повероноети, производимой сращенено, около той ме ови. 
ломанной лиш, вписанной описанной) въ бузу (оволо дуги), козда 
стороны этой ломанной лини безаранияно убывають. Для того, 
чтобы опредвлене это имЪло омысль, необходимо, чтобы пре- 
д®лъ этоть существоваль и не зависилъ оть того закона, по 
которому стороны ломанной лиши безгранично убывають. 

122. Теорема. Ллощадь ` повериноети, проваводимой враще- 
емо впиванной (описанной) гз бузу (около дузи) окрузеноетн до- 

о 
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зизнной линбе вокруть оси, эту ломанную мою не разетнающей, 
Челеветиь пребъль, нозда стороны этой ломачной линйь безгранично. 
убывиоть по какому ны веть занону. у 

Изъ геометр!и извЪстно, что отрюзохь прямой лин, вра- 
щаясь около вен, располоввенной въ плоекость этой прямой по 
одну иторону этого отрэюзка, промзаодить повержноеть, площадь 
которой измтрляетоя произведенель проэнщи итртозна на ов в 
окружноети, радтуеъ которой есть длины перпендикуляра, волета- 
вленнаго 5% вращающейся прямой во ея средине 00 вспьрльчи 5 осью 
вращеня. 

Замфтивт это, виишемь (опишем. въ дугу &@ (около 
дуги), производящую разсматриваемый шаровой пояеъ вра- 
щенемъ около даметра зу (чер. 8), дугу неиересЪкающаго, 


перомённую момаппую ливю АНСЕ... (АВС...) стороны 
которой безграничло убывмогь по какому пи есть вакону. 
Ломанвая дивы, вращаясь около указаниаго даметрь, произво- 
детъ поверхность, площадь которой равна сумм площадей 
поверхпоетей, производимых отибльно. казндою сторовою ломан- 
ной лини, ` 

Назвияъ буквами 9, и 5’, площади поверхностей, про- 
ивводимыхь поманными линями, винеааной н описаняой, п0- 
лучимъ: . 

5„= У, пов. (46), 5", = У нов. (ВО). 

Зозставивъ изъ’ средины Я примой ВО. пераендикуляръ 
до вотрёчи съ 06ью му въ точкВ Т, найлемы 
пов. (АС) == проек. (АС). 2=НО, пов. (ВС) = проек. (ВС). 2ж8 7, 
слздовательно, 

бы = У проек. (АС) .2=НО, 5". 


У проек. (ВО) э®б ТР. 
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Если г и’ суть наимевьший и наибольший изъ перпен- 
дикуляровъ Н0, ар и р’ суть наименьпий и наибольший изъ 
перлендикуляровъ 87, то 
Эт". У, проек. (40) < 8, < 2". У, проек. (40), 
2тр У проек. (В0) < 9„< 2тр' У проек. (ВО). 


роек. (АС) == У проек. (ВС) = проекши дуги 49, 


которую, т. е. проекццо, назовемъ буквою Н, и тогда 
З.Н в, <. Н, 2.Но Я, <. Н. (1 


Если стороны ломанныхь линЁ! безгранично убывають по 
какому ни есть закону, т0 безгранично стремятея къ ращусу 
® того шара, которому принадлежить поясъ, воЪ ОН, веЪ 
ВТ и, слВдовательно, и, г’, ош р’, ибо 

Е— Нохан, . р < ОГ, 
причемъ АН и 9Т' безгранично убываютъ. И такъ, 
т (9 Найт (Зи Нейт (2=рНу== Ит (2 =’Лу-=жй, Н=-0.Н, 


гдф С есшь длипа окружности большаго круга. 


Сльдовательно, перемфиныя количества 5» и ‘б,, заклю- 
чаясь, какъ показызають неравенства (1), между перемфнными 
количествами, имъющими одинъ и тотъ же предфяъ, ИМТОТЬ 
тоть же предфль (69). И такъ, 


5. С= И. жж. ч. ит. д. 


123. Измфрен1е площади поверхности шароваго 
пояса. Назвавъ эту площадь буквою 5 и сипоставляя данное 
опредфлене съ доказанпою теоремою, получаемъ: 


В= т (8) =йт (9) 


‚об пас 


Е. эт, 


т. е. площадь повержности чиаровазо пояса изизрявтея проивведе- 
боль еб высоты ‘ма длину окружности большало круга, 
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124. Сдёдетышн. 19. Въ равныхь шарахъ шаровые поясыь 
относятея, какъ высоты, и, слъдовательно, два полса одной и 
той ше высоты равномфриы, 

20. Равомотримъ чиеровой свод», производимый вращешемь 
дуги АС около даметра АВ, проходящаго черезъ ея конець А. 
Обозначивъ проекццю точки С на даметръ буквою Г, найдемъ, 
что площадь этого овода измфряется количествомъ: 


21.40. Ар=т.АР. АВ == 5А0*, 


т. е. поверхность шароваго ввола равном®рна кругу, ращусъ 
зотораго равенъ хордф дуги, производящей сводт, 

125. Пкощадь поверхности пхара. Площадь повереносятив 
чизра ивляьряетвя проивведенель 10 `беметра на окружность 
большее круга, ибо площадь эта можеть быть равоматризаема, 
хакъ площадь пояса, высота котораго равна Шаметру шара. 
Замвтимъ, что разсуждене, сдфланное относительно пояса, 
буквально прилагается къ этому частиому случаю. 


Если бозначаеть площадь иара радруса Е или ламетра 72, то 
ЯВ. 28 = 4 Е? == 1%. 


Площадь сферы раваз, четыремъ большим кругамь. Можно 
сказать еще, что она равномфриа площёди круга, ращуеь ко- 
тораго равенъ даметру шара. 


$ УГ Объемв цилиндра. 


126. Теорема. Объень цилиндра вращеня есть пребюль пе- 
феменнаео объема впиванной (опиванной) въ цилиндр (околе ци- 
линдра) призмы, если зрани этой призаы беззраниино убываютиь. 

Впишемь (опишемь) въ циливдръ (около цилиндра) це- 
ремфнную прамую призму, грани которой безгранично убн- 
ваютгь по какому ни есть закону, Наввавъ объемхъ цилиндра 
и объемы призмъ вписанной и описанной буквами У, Ули И» 
получим: 

<< у @) 


оли @» н @’, суть площади основан призмъ, а ихъ об- 
щая высота, равная высотВ цилиндра, есть Н, то 


У, = @ь.Н, т, = 9». 
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но перемнныя площади 9, и &’,, при безграничномъ убывя- 
ни сторонъ многоугольниковъ основан призыъ, имфюкь об- 
щи предвлъ, равкый площади того круга, въ который и около 
Ботораго внисаяъ и описаяъ многоугольники основан призмъ; 
а потому, овлачивъ этоть предфлъ буквою (, получймъ: 


ит (У) ==Ит (7) =09.Н. 


--ес и =02 


Сравнивъ эти равенства съ перавенствами (1), заключаемъ, 
что постоянное количество Т, т, ©. объемъ цилиндра, заключено 
между перемВнвыми количествами У» и У’, яимВющими одинъ 
я тоть же предёль, & потому оно имзеть тоть эже предвлъ (69). 
Итакъ, . 

У=йт (7) == И (У) =90.8. ч. итд. 


ее] я-то 


127. Измёреше объема цихиндра, Доказанное равенство 
У=@.Н говорить, что объемь цилиндра равенъ произведено 
площади ето основаная на ео высоту. 

128. СлёдотвЁя. 10. Если Л есть рашусъ цилиндра, то 
9== 1», и, слвдовательно, У=иЁ*. Н, 

2°. Пусть будуть: Гп ТУ, объемы, Ви В, рещуевы, Ни В, 
вывоты двухъ подобных цилиндровъ вралцевя, т. 6. въ кото- 


рыхь Е 2" ри помощи этой пропорции получимъ; 


7 ЕН (=). 25° _ Н* 
т вн (вн в из’ 

Т. ©. объемы двуть побобныть цилиндровъ вращеня относятея, каюз 
зубы радгусовь м какъ кубы высопуь. 


$ УП. 0бъемь вонуса вращеня. 


129, Теорема. Объелз конуех врещеня веть пребъль пере- 
зиьннояо объема вписанной (описанной) въ вонусъ (около конуса) 
пирамиды, воли зраны этой питамиды бвягранично убывають, 

Разсужденя тЬ-же, какъ и при доказалельствЪ подобной 
теоремы, относящейся къ объему цилиндра, 
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Они приведуть къ слфдующему выражено: Оббене кону- 
са вреищеня измеряетея произведенень площади езо основаная на 
зреть его вывоты, 

130. Сивдетвья. 1°. Если Е воть ращусъ основащя ко- 
пуса, то 9=тА*, и, слЪдовательно, 


у 


+ дАЗН, 


2°. Видно, какъ и въ я° (128), что объемы двушь подоб- 
ныя нонуеовъ вролценая относятся, калъ кубы вывоть и какъ кубы 
рабдуюовь основана. 

. 181. Объемь усзченнато конуса. Назовемъ объемы 

усфченнаго конуса, полняго конуса и отовченнаго конуса бук- 

вами Г, к 7", причемы: | 
=". 

Наввать объемы пранильныхь пирамиду: усфченной, впи- 
ванной въ усфченный конусъ; полной, вписанпой въ полный 
вонусъ, и отсфченкой, втисавной въ отебзенный конустъ, буквами 
У, Ра и Т’„, Получим: 


и, — 


откуда, принимая во внимаше, что и (Т’,) У’я И (1) 
по 


кс ие 
найдемъ: „ Ят(р,) т —Т, или 
р 
у = (7), 
оо 
Т. в. объеме усвченнао козуса воть предоль, въ которому етре- 


чаннея объемь правильной усбленной пирамиды, вписанной вь 
этоть комусь, въ ноторой чиоло граней безератиьино возравтавтуь, 
= 


Но 7, (@»-- 4+ У»). $ 


гдз 9, ин в, суть площади основан уофченной пирамиды и 
Нея высота; отоюда 


ТЕН ы Ум» 


и 


[т (9) Е ть (чь) + 


+- Ут (@,) вц) |. 8; 


вии > ужа. 2, 
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тдь @ и а суть площади основанй! конуса и `Н его высота. 
Выразкен!е это говоратъ, что объемь устченнаею конуса врещеня 
равенх обзему зярехъ конусов, цлпыоиииеь вывотою вывотиу уельмен- 
наго конуса, а основандями: нижнее оенованде устеченнией конуса, 
ео вержнее основание и среднее пропоруйональное между этими 
эвнованаями. 


$ УШ, Объемы шароваго сектора, шара и шароваго овтивита. 


132. Творома. Обзвмь знаровато сектора, проистодящей от 
врелценя круговаго сектора озоло деи, ярододящей через ©10 вер- 
вину в расположенной въ вго пловновиии и внав 00, авть тпребтъль 
перелньниаео объема, происходящиго отб вралценя, около той : 
деи, пнозоугольнаго сектора, вписаннио (описанниао) въ нрузовой 
векторь (около пругова2о), когда стороны основаная этозо. аногауголь- 
заза секторе безаринияно убываолть. 

Изъ геометрии извЪотно, что одъель, промаводилюй враще- 
ела зареуоольинии около оси, расположенной въ ез0 тлоскоети, 
пролойячцей черезь вз0 верииицу и вз0 неразсткоющей, измтряетия 
ароизведенаемь площади повериномти, производной етороною, про- 
тивилежащею неподвижной верлиине, на треть соотвитетвующей 
зыертиы. 

ЗамЪтивЪ это, внишемь въ, круговой секторь 4О@ (чер. 8) 
и оцишемъ около него многоугольные секторы: ОДОЯ...и 
ОВС... Назовемъ объемы, производимые вращещему вру- 
гового сектора и многоугольныхь секторовъ около даметра 
зу, соотвфтетвенно буквами Т, Т,, И», причемъь 


не 


СТ, 0) 


Но Т, == У объем. (400), '„ = У;объем. (800); 


откуда, принимая во внимаве, что 


объем. (400) == пов. (40). #8, объем. (0) пов, (во. 9, 


получимъ: 


. 0 
У, = У пов. (46).97' 5, Г» - Х (Вов. 9. 
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Назвавъ наименьшую ‘и наибольшую изъ апоземь ОН’ 
буквами Ви Н и принявъ во внимаше, что Об = В, наЙйдемы: 


® н 


1. У 008.146) < Тк. Х пов. 6), т, = Улов. (ВС). (2) 


При безгравичномь убываши оторонъ основанИ! вписан- 
паго и опиеанпаго мвогоугольныхь секторовъ суммы: Утов. (АС) 
и У нов. (ВС) отремятея, какъ видЪфли (122), къ общему пре- 
дьлу, названоому площадью боковой понерхности шарового 
пояс, ироизводимаго вращенемт, дуги А@, и обознаменному 
буквою 5, зповемы й н Н стремятся къ радусу шара А. 
Ичакъ, 


Е 


ит [Улов (АО) Фи [из 3.46] [Хлоя (20-8 5. 


Къ этому же ипредьлу отремятея, кахъ показываютъ фор- 
мулы (2), У, и У’, (69), т. е. 


ит) == т (",) 


во в=со 
На основавшм сего равенства и при помощи неравенств 
(1) заключаемъ (69). что 


2 


Ут (у) ==." 


и=оо 


читА- 


138. Измрен!е объема шароваго сектора. Доказан- 
ное предыдущею теоремою равенство: 


РЗ В 
7=8.- 


товорить, что объвмь шаровато сектора изиюриетея произведенелнь. 
площади повераети шаровото пояса, служащито основанземнь сен- 
тора, ив треть райуса шара. 

134. Изм рее объема шара. Этоть объемъ можеть 
быть разематриваемъ, какъ объемф еферическаго сектора, с00т- 


эВтотвующаго полукругу, т. е. имющаго осиованемъ поверх- 
ность шара. Отсюда, объень шаре ивиюряетея произведенень 
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площади его поверлноети на треть его радёуса. Ревультать этоть 
можно было бы полузить непосредственно, прилагая въ шару 
буквально тВ же разсужденя, которыя двлали относительно 
шароваго сектора. 

Назвавъ радусь шара буквою Е и его маметрь буквою 
1, получимъ для обтема выражене: 


Е ‘ &_1 
=. = В, о 2%. 
9 8 8 6 
Ревультать этоть говорить, между прочимъ, 910 объены 
двузе шаровь относятея, какъ кубы на раднусовь и маи бваметровь. 
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ГЛАВА ПЯТАЯ. 


О функц1яхь вообще. 
$ 1, Аргумент и фуниц:я, 


135. Аргументь, Аргументомь или независимымъ перемфннымь 
называется переливнное число з, получающее зоеледоветлельни рядь 
воараетающизть илч рябь убысающить значений. Совокупность 
этихь оначенй называется облаетыо атумента. Такова, область 
налурвльныхь чисель: 1, 2, 8, 4,..., изъ которой можно 
выдВлить область простых чиеелъ: 1, 2, 8, 5, 7,.. , облаоть 
квадратов: 1, 4, 8 18... и. № д. 

Велк область аргумента х предолавинется нослёдова- 
тельностыю ‘чисел, возрастающихь или убывающихь, имЪю- 
щею предълъ (80), то предъль этоть можно обозначить 
такъы; Нм (2). 

136. Фуниц1я. Перелизчное число у называется фунншею ар- 
зулента м или зависимымъ перемфннымь, ель его значанйя опредт-. 
ляютея по данному правилу изъ значений атумента. Пия обовна- 
ченя, что перем иное у ость фупиия аргумента =, употребчяють 
знаконолозненя: у= Да), у-= Из), у=Фци), ужа) итд, 
причемъ знаки: р, Р, Ф, х называются функональныли вна- 
ками. Символомъь Де) означиють значене функти, получаемое 
изъ знания аргумента, разнаго данному числу в. 

137. Примфры. 19, Коди, ограничивая область’ аргумента 
налуральтыми чиолами, примемт, что, дня казждаго натураль- 
наго вначеня х, 


у=1.2.8... 2, 


зо у представить функцио натуральнаго числа 2. 
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2. Вели, ограничивая область аргумента & ращональными 
числами, примемт, ч10 для каждаго значешя аргумента, х, 


представляемаго пеприводимою дробью ы, 


то у предотавить функцию рацюнальнаю чнола х и ея область 
Состоит изъ дробеф, чнелители коихъ раввы. 

3". Перемваное у будеть функщею 2, евли прамемъ, что 
у=1 для рацовальныхь знаЧенй хи у=0 для нррацональ- 
ныхъ значеп! д. Область фупкциг состоить изъ двухь 
чисель: 0 и 1. 

4". Число простыхь чиеель, непревосходящихь положи 
тельнаго числа а, предотавляоть фунедию которая имфеть 
только цЪлыя значеня; обозначивъ ев слуволомъ [2], получить, 
напрнуфръ, 


°. ЦЪлая. часть положительваго чисна 2 представляет, 
рек 2, означнемую символомъ Ё. 

138. Нопрорывный аргументъь. Въ гЪхь вопросахъ, ко 
торыми будемъ аавиматься, аргументь должевъ обладать такъ 
нарывасмымть свойствомь непрерывности. Аргумекть называется 
непрерывныхь въ промежуткф между числами @ и $, если его 
обиаеть состоить изъ вофхь чиседт, какъ рашональныхтъ, такъ 
и иррадюнальныхт, содержащихся межлу ан @. Числа ва ир 
павываются границами области, ‘причемь границы эти могутъ 
входить въ обдаеть аргумента, по могуть и ле входить. 

Итакъ, когда говорять, что аргумевть измЪняется 
непрерывно оть @ до 5, то предполатають, что # принимаеть 
воЪ значеня ить а до В, постоянно возрастая, ‘вели а<1, 
или ностоянно убывая, если а2-5. 

139. Ананитнческое выражеще функщи. Аналити- 
чабнльль выраженоль фукнии депрерывнаго аргумента называется 
формула, содержащая букву 2 и укавывающая вов тв ДЬйетвя, 
которыя нужно выполнить надъ каждымъ эначещемъ аргу- 
мента для полученя соотвЪтотвующаго значешя функци. Тажъ, 
напр, если воЪ значешя функщи у суть чноленныя зпаченя 
формулы (2 — 1), то формула эта предотавляеть дизлитическое 
выразжеше функщи. 
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140, Важныя зом чав1я. 1°. Иногда одна и та ее функия 
опредъляется различными аналитическими выражешями для 
различныхь непрерывныхь частей области непрерывнаго аргу- 
меята. Тавъ, наприм®ръ, функшя можеть быть. опредфлень 
зыражетемъ 7 — 2, для части области: #=1, и выраженемъ 
5-2, для части области: п 1, причемъ, для х = 1, пред- 
ставляющемъ границу этихъ частей, оба выражевя дать 
одно и то же значеше функция, равяое 6. 

28. Иногда приходится ограничивать область аргумента 
для того, чтобы аналитическое выражен!е функти доставляло 
вещественныя значен!я. 

Напр., воли у= Уж) #—@), гдь &>, то облаеть ар- 
тумента доджна, быть: == ха, ибо для другихъ аначенёй 
аргумента ш зивченя у будуть миимыя, такъ какъ подкорен- 
ное количество будеть принимать отрицательныя значеня, 

3°. Ивогда аналитическое выражене функтйи не доета- 
зляеть вещественныхт» зааченй ви при какомъ значени аргу- 
мента. Примфромъ можеть служить фуикщя у-= У—а-Е22—4, 
ВЪ которой подкоренное выразжен!е есть отрицательное число 
при веякомъ значен!и аргумента, ибо выражен!е это предота- 
зляеть трехчленъ 2-ой степени, пе имфюш!Й вещественныхь 
ворней и имвющ отрицательный коэффищенть при а”, 

4°. Иногда дли нфкоторыхь значений аргумента 2 анали- 
тическое выражене функщи терявть смыель, и тогда, для 
этихъ значе аргумевта, необходимы особыя опредъленя 
функции. Ч№мъ руководотвуются, устанавливая эти опред®ле- 
зя, увидимъ ннослфдеть!я. Напр, функгйя 


теряеть смысть при 2==2, ибо, при этомъ эначени, знамена- 
тель фунищи обращается въ нуль, Но ничто ие мёшаеть пред. 


золоэвить, что, при х-==9, значене дроби разно 8; это число 


4 
-5 получимь так: сократимъ дробь на (х— 2) и въ получен- 


+ 
2 подожимь и: = Чиоло $ есть пре- 


1 
ДЬть, къ которому стремится перемЪнное у, когда аргументь 
2 принимаеть значення, имзюция предфломт 2; 


ной завимь дроби 
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но ничто 


; ши 
фунющя ут теряеть емыедъ при = 


= мЪшаеть предположить, что, при #==0, аначеше функции 
равно 1; 510 чиело 1 есть предфль, къ которому стремится пе- 
ремЪиное у, когда аргументъ принимаеть зкаченя, им%- 
юния предьломъ 0 (75). 

141. Однозначныя функ и. Функщя лазывается однознач- 
ною функщею аргумента, если, при далномъ значеши аргумента, 
опредфляется только одно аначене фунёщи. Напр., если функщя 
есть синусъ аргумента, т. е. у= 1 2, то она одиозначна, ибо 
хаждому значешю аргумента, т. е. дуги, отьфчаеть вполнЪ 
опредфленный синусъ. . 

Если же при данномъ вначени аргумента опредфляются 
два или боле азначенй функши, то функшя называется 
многозначною, Которая, однако, при ифкоторыхь добавочвыхь 
услоняхь можеть преобравовалься въ однозначную. 


Напр, если у= /2—1, то, для воякаго #21, функшя 
имфеть по два значешя, изъ коихъ одво—полозмительное, дру- 
гое- отрицательное, и, слфдовалельно, она @вузначна по она 
становится однознаниою, если побавимъ услове, что разематрива- 
ются только ея полознительныя зваченя, или только отри- 
цательныя. 


Во всемъ дальифишемъ изслфдовав и будемъ разоматри- 
вать только однозначныя функщи, 


$ П. Еласвификац!я функц! й. 


142. Яввыя и неявныя фуницря_ Если. фувкшя опредв- 
лена даннымъ анадитическимъ выразвещемъ, то она, называется 
явною. Функщя называется неявною, если она опредВлена, не аня- 
нитическимъ выражещемь, а нЪкоторымъ уравнешемъ, связы- 
зающимъ ‘букву у, эту фувкцю означаютщую, съ буквою ш, озна- 
чаощею аргументь функци. Уравнене это дфйствительно 
опредфляеть функцию, ибо, давъ аргументу м иЪкоторое част- 
вое эначеше си ршивъ полученное засимтЪ уравнен1е р: 
вительно у, вайдемь значеня фувкшя, соотвАзствуюция” ва- 
данному значеню © аргумента 2: и. предотавляемыя. палучен- 
ными корнями. 
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Оставляя букву х буквою, т, в. не придавая с ча- 
стваго значешя, и уузшеивь уравнеше очносительно буквы у 
(веди только ово рЪЬшается отпосительно этой буквы), 
получимь для у вообще назеколько авалитическихь выражений, 
ибо уравнене булеть имЪть вообще нЪеколько корней; каждое 
изъ нихь представить особую явную функцию. Шлавъ, олАдо- 
вательцо, уравнене опредфиить вообще многозначную функийюо, 
и гаждое изъ ея аналититескихь выражевюи продставлаеть 
такъ называемую вётвь ея. При изолЪдоващяхь каждая вЪтвь 
Должна изедфдовалься особа. 

Не должно суеБиитвать того, что сказано сойчаст, оъ трыгь, 
что было оказано въ (140,1°). Самъ былъ дань примьръ функц, 
опредвляемой таке нфеколькнхи вырювешями, но эти выра- 
жешя не были чвтвяли. ибо эти выраженя соотвтотвовали 
раззичнымь вепрерывнымт, частямь области непрерывнаго аргу- 
мена, и для каждаго зниченя аргумента, ленащаго въ той нли 
другой части, функц имфло одно значенте в, слВдовательно, 
была однозначною. Злдфеь фупищя опредзлена нЪоколькими 
выривенями для одной и той же области аргумента, такъ что 
дапиому значенцо аргумента соотвзтотвують вообще нфоволько 
значений фупющи. ° 

Пояеннимъ сказанное примфрами. 

1. Положим, что фуйкщя у опредЪдена’ квадраттысеъ 
уравненемт: 


у — 25у--1=0. 


Цайдемь сперва, при какихъ значещяхь аргумента 2 
значетя функши у будуть веществениы; знаменя тн, какъ 
ивЫЪетно изь алгебры, должны удовлетвораль условю: 


— 1220, или (#1) (#1): 


0, и, 


олудовательно, для двузь непрерывныхь областей аргумента; 


из 


1, 


но составляницихь однако частей одной им хой же непрерыв- 
пой обдаоти аргумента, знатеня у будуть вещественлы, дли 
обляски же: — 1335.1 значейя у будуть инимыя. Каждому 
значенно 2, лежащему въ указанныхь областяхъ, за искдюче- 
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немъ „=—1иш=-р-1, отвЪчають два вещественныхъ аначе- 
я у, ибо даниое уравневе есть уравненйе квадратное; при. 
—1и=--1 функщя имфеть по одному значеню, ко- 
 орыя суть —1и |1. 

Итакъ, олздовательно, равоматриваемая функшя, имфющая 
двЪ вфтви, есть функцйя двузначная. 

Оботвьтетвуюния вначешя этой фунекщи, т. е. оба аначе- 
ня функщи для одного итого же значеня аргумента, имфоть 
одинаковые знаки, ибо произведене ихъ, равное 1, положитель- 
ное; сумма этихь вначеши равна удвоенному значенро аргу- 
мента, ибо она равна 27; олъдовательно, для области 
&-=—1 вначеня обфихъ вЪтвен разематриваемой функций от- 
рицательныя; для области же 21 эти значешя положи- 
тельныя. 

Для попучея аналитическихь выразкенв этихь вЪтвей 
рышимъ уравнен!е относительно у, что даоть: 


8—1 и узену чт. 

Значеня первой вЪтви удовлетворяють услов: у к, ава- 
чешя второй--услов!ю: узьм, причемъ знаки равенетвъ соотвфт- 
отвують значешяме: и==—1и х=-рь т. е высшей гравиц® 
первой области аргумента и иизшей второй, предотавляющимь 
корни выраженя 2—1, 

2°. Положнит, что функшя у опредфлена квадратным 
уравненемъ: 


ау вай — и — 8-0. 


Зиаченя этой функщи будуть вещественны только при 
такихъ значенях аргумента, которыя удовлетворяютъ условю: 


(22) — (5—2 -- 8) 2-0, или (и — 8) (2400; 


слфдовательно, только для одной области непрерывнаго аргу- 
мента: 


з (1) 


значевя у будуть вещественны. Каждому значеню =, лежа- 
ему въ укаваиной области, будуть освёчать два значееия функ- 
Ци, за иоключенемъ зняченй аргумента: 2 == 1, #23, для 
коихъ функщя имфегь по одному значению, а именно; значе- 
8—2, при х=—1, и значене 6, при == 
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—1 
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Разоматриваемая функщия есть, слЪфдозательно, функщя 
двузначная. 

Членъ уравнешя, независимый отъ у, т, е, трехчленъ 
52 —2—8, который можеть быть написанъ въ видЪ;. (#-—1} (52-8), 
представляеть положительное число дия двухъ областей 


. 8 
аргумента: ти и — = для области 218 аргумента: 
— ка < 1 этоть трекчленъ предетавляетъ отрицательное число, 


Прикимая во вниман!е эти результаты и прянимая во вяи- 
ман1е, что произведене соотвфтетвенныхь зяаченИ! изслфдуе- 
мой двузвачкой фувкийй равно именно значеню трехчлена 
5.-_9%:—8, разбиваемъ область (1) на ры области: 


—12=-—5, 


Соотвтствуюня значеня фудким для вофхъ значений 
артумелта, лежащихь въ первой и третей областяхт, имЪють 
одинаковые знаки: отрицательные для мервой области и положи- 
тельнне для тренней, ибо сумма этихъ значений равна учетве- 
ренному значеню аргумента, такъ какъ она равяя значеноо вы- 
разженя 4» (коэффищенть пра и), которое будеть отрицатель- 
нымъ для воъхь звачен аргумента 2: въ-лервой области и по- 
ложитольнымъ—вВЪ эдетьей области. 

Для второй же области соотвтотвенныя значеня функ- 
щи у будуть имфть противоположные анаки, 

Аналитическя выраженя обфихь вфтвей функции у по- 
лучииъ, рЬшая уравиен!е, чо дластъ: 


уе Ув, уе — 278. 


Зночетя' первой вфтви удовлетворяють условю: уз 2х, 
зваченя второй условию: у222л, причемъ знаки равенствъ 
соотафтетвуютъ значенямт: Ти %2==8, т. е. гравицамъ 
области аргумеята, которыя суть кории трехчлена — +? -- 2-8. 

3*, Многда уравнеше. ме опредъляеть фуикци. Примфромъ 
можеть служить уравцеше 2*-- у’-—4ту--2==0, которое, бу- 
дучи переписано такъ: 


а 


Рау 0, 
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показываеть, что ему удовлетворяють только дв системы зва- 
че ви у; 


1) э=у=чь )е=у-ф 


Здъсь нете фунюфи, ибо перомфнное у для одной вътви 
{у=--1) иметь только одно значеше (+1) и ддя другой 
(у==—1) только одно вначене (—1). 

143. ЦВлая рашональная функция. Илзлою рашональною 
функщею, или, просто, чивлою фуикщею аргумента с называется 
многочлеи\; 


До Аж Аа... 4 Вам, 


въ которомъ кооффищенты А» суть постоянныя числа. Нели 
хозффишенть А, неравенъ нулю; то многочленъ называется 
ифлою функщею 2-ой степени, 

Для этой функши область аргумента можеть имфть кая 
‘угодно границы, причемъ каждому значеню аргумента отв%- 
чаетъ вполнё опредфленное зивчеше функши; фуикця одно- 
анаиени. 

144. Дробная ратональная фунния. Дробною рачао- 
нальною функйею аргумента я называется отиошене 


Г) _ 


Ра 99 

двухъ цвлыхь функц: 
Роже Ай... + Ала 
И) = В+ Ва В+... Вы. 


Для казждаго даннаго значе я 2 разематриваемая функоя 
имфеть вполнф опредфленное ‘виачене, осли только исключить 
изъ числа вначешй х корни уравнейл 


Е) = 0, 


число коихъ ограничено и не превышаеть и; функща одно- 


значна. 8 
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145. Неявная алгебраическая фуикцая, Меявною ал- 
зебраическою функщею перемЪннаго х называетоя перемфнное 
число у, опредвляемое алгебраическимъ уравнешеит: 


Роу"-г Ритм + Рута... Ру Рь=0, (1) 
козффищенты котораго: 
Ри, Рь Рь..., ыы Ри 


суть иелыя (143) функщи перемфнваго х. 

Алгебраичесвя функщи могуть служить прим рами мно- 
зовначныхь функщ И, такъ кавъ алгебраическое уравнене тобой 
степени иметь, вообще, т разинчныхъ корией. Выбравъ, на 
хакомъ нибудь осповеи, одниъ изъ нихъ, можемъ равематри- 
вать у, какъ однозначную фуикцио аргумента, » (142). 


146, Замьчавя, 15. Ифлая функшя аргумента & (143): 
АРА «АН. . Ат 


есть алгебраическая функшя, ибо она удовлетворяеть алге- 
браическому уравненцо 1-ой степени: 


УНР, =0, 


ть В» А, — 4, 8 — А —,.. —Дыа®. 


20. Дробнея рымовальная фунжц!я ©, тдз И) и Е 


суть цфлыя фунещи (144), есть алгебраическая функщя, ибо 
она удовлетворяоть алгебраическому уравненш’ 1-й степени; 


Р_У- Ры== 


тв Ри Ре и Рь==-- И), 


3°, И вообще, функшя у, аналитическое выражене которой 
составлено изъ аргумента и постоянныхь чиселъ при помощи 
знаковъ сложения, вычитан!я, умноженя, дВлешя, возвышеня 
въ степень съ рашональнымь показателемъ и извпечещя корней, 
есть алгебраическая функц, ибо она, удовлетворяеть вфкото- 
рому алгебраическому уравневю, какъ это доказываетоя, въ 
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общемъ вил%, въ высшей алгебр». Пояснимт, оказанное при- 
мфромъ. Положимъ, что аналитическое выражеще фуикщи у 
таково: 


уух 


ЗВозвысивъ обЪ части этого уравнейя въ кубъ, уничто- 
жЖимМъЪ знакъ хубическаго корня, но останется въ лфвой части 
У=— т Возвышеше въ квадрать и ниЪкоторое простое пре- 
образова!е приведеть къ алгебраическому уравнению: 


2 — Пн — 12@— 1] 4+ (-127- 605 — 48} у — (2+8) =0, 
одииъ изъ шести корней котораго и представить нашу фуикцо. 


4°. ЗаыЪтимъ, однако, зто не всякая алгебраическая 
функшя можеть быть внапатическн выражена при помощи 
знаковъ сложен1я, вычитан]я, умноженщя, дзленя, возвышеня 
въ степень съ рацюнальными показателями и извлечешя 
корней, ибо не всякое алгебраическое уравнен1е имфеть корни, 
<иособные такнмъ обравомъ выряжалься черезъ коэффищенты 
этого уравнен. 

147. Траносцеядентныя функщи. Транецендентною функ- 
щею называется функц]я неалаебраическая, т.е. не удовлетворяю- 
щая никакому алгебранческому уравненйю, и, слфдовательно, 
воЪ ея значевя, соотвётотвующуя вовиь значетямт непрерыз- 
наго аргумента въ данной области, не суть корни одного № тозо же 
алгебраическаго уравнев!я: 


Ру Врут-ь + Рдт--... ИР, 


хоэффищеинты котораго суть ц$лыя числа, Къ траисцендентиымъ 
функщямъ, ияпр, принадлежать: 

А. Тригонометричесня или круговыя фуниши: эт 2, 608 2, 
Зале =, со8 2, вес =, созес =. Фдъеь аргументь 2 есть три- 
зонометричеекая дуга, т, е, положительное нди отрицательное 
число; модуль котораго представляеть отнолеще длины 00- 
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отбтотвующей геометрической дуги къ длин радфуса. Воли 
ЕЁ, т, тдЪ в есть число цЪлое, то функщи Фано и вес х 
теряють омноль. Если х = + На гдъ й чиело ц®лое, то функ- 


щи со и с0360 2 теряютъ смыелъ. Функции эл и с08.5 имВють 
смыслъ для веякаго значеня х. Тригонометричесня функщи, 
однозначные. 

В Повазательная функщя д”, гдф « есть положительное 
постоянное чиело, отлнчное отъ 1, навываемое оенованделиь 
функыя. Аргументь есть показатель 2; область его такова: 
—— АА, гдЪ А произвольное положительное число. Фупкщя 
эта однозначва, Показательныя функци отличаются одна отъ дру- 
гой освованями. Самою зам чательною ноказательною функцею. 
является функшя в, гдЪ в = Ш | (: +5} (76). 


со 


148, Зам чан{е. Доказательством ирачецендентности ука- 
заиныхь функц И заниматься здфоь не будемъ. 

149. Оложная функця (функшя отъ функци). Воли 2 
воть функц у, причемъ у есть, въ свою очередь, функшя х, 
30 г есть функшя я. И въ самомъ дВлЪ, каждому зизченю = 
будеть отвЪчать опредзленное значен!е у, а сему посл днему— 
опредфленное значене 2; олЪдовательно, каждому значению 
будеть отвфчать опрецфлениое вначен!е 2, т.е. 2 есть фунвщя 
=. Она называется, въ разсуждеши аргумента, х, сложною фуни- 
шею этого аргумента. 

Ели у=р(в) и г=7), то 2, какъ сложная функща 
аргумента =, изображается такъ: 


А=Е[р(®). 


Напримврь, функции: = == (апо 51 2, 2= Узшя, 2. 
сложныя функщи #. 
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Непрерывность функщЙ и ихъ графическое изобра: 
жежще. 


$ 1. Понят1е о иепрерывиовти, 


150. Непрерывиость фуннши для даннаго значеня 
аргумента, Понят!в о непрерывности фунищи, которсе сейчасъ 
будеть дано, принадцежить &Ъ самымъ важвымъ понатямъ 
математики. Оно должно быть совершенно точно и ясно усве- 
ено для успфшнаго изученя всего поолЪдующаго. 

Раземотримъ функщю /(=) аргумента 52, непрерывнаго въ 
нЪкоторой области (138), Возьмемъ въ этой области число в и 
положимъ, что разсматриваемая фулкщя вполь\ опредфлена, т. е, 
представляеть совершезно опредфленное число, для кажлаго изъ 
значен@ аргумента, удовлетворяющихь условно: в — =аяае-кй, 
ТДЪ # есть нФкоторое положительное постоянное чноло. 

Составим изъ значе! функц {(2) дв поспЪдовалель- 
ности; 


Ре— №, ге— т), ев)... е-мь... @) 
Рен, гены Ге... Ре... @®) 


причемь положимъ, что посл довательность: 
А, №, йо йе. 


воль послёдовательность положительныхь чнеель, безгранично 
убывающихь по какому ии есть закоиу, такъ что 
ет (е— 4) 


+, 


Попожимъ, что послвдовательности (1) ‘и (2) ) ‘имзють 
опредфлеиные предьлы, независимые отъ того закона, по ко: 
торому #», безгранично убываеть. 
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Обозначимъ эти предфлы соотвётотвеино символами: 
2—0) и Рето. (8) 


Функщя [(®} называется непрерывкою при т —=е, иди въ мост 
с, воли члимють дибото равенетиа: 


Ре = 6—9 = 7+9). (4). 
Равенетва эти равносильны таховзьнль: 


йт [Ре в) — О _=0, или т [а (5). 


151. Непрерывность функц! и на границахъ области 
аргумента. Должно сдфлать замЪчан!е о тфхь аначеняхь 
аргумента 2, которыя совпадаютъ съ границами его области, 
Положимь, что область аргумента такова: а <= 7 == р. Если с==а, 
то о символЪ [(е—0) не можеть быть рЪфчи, и можно гово- 
рить о символ /(а--0). Если же с-=5, то, наобороть, не мо- 
зеть быть ръчи о символ /{$ 0), и можно говорить только 
6 вимволь {#8 —0), 

Товорятъ, что функщя ненрерывна на зуаницате области 
аргумента, если имФоть м$ото равенства: 


Рано) =/(а) и 6—0) =7). 


Непрерывность на границахъ можеть быть названа одмо- 
взпороннею, 

152, Непрерывность фунищи въ области аргумента. 
Функщя [4 называетоя непрерынноф онутри области арзумен- 
зна, если опа непрерывна для камдаго значешя аргумента, 
лежатщаго внутри, этой области. Поли же она непрерывна и 
на границахь области, то она называется непрерывною во ввей 
области аргумента. 

153. Иное формулирован1е понят1я о испрерывности, 
Еели непрерывный зргументь, имЪя значеше с, получаеть 
значеше с-- й, гдь #й положительное или отрицательное число, 
то говорять, что онъ испытываеть яриращене №. Попожитель- 
ная или отрицательная разность {{е + 1) -— /(@) называется соот- 
зттотвующиль прирощенемт функии. 

`При помощи, этихъ терминовъ и иа. основании равеяствъ 
{5}, опредвлене понязя о непрерывности функщи внутри об- 
лвсти аргумента можно формулировать такимъ обравомъ! 
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Фунюия [(%) непрерывна внутри области арзуменииь воли 
при ввякомъ значеши арзумента, взятомь внутри этой области, 
фезконечно малому приращеню ареументиа сротитътетвуеть безко- 
нечно малов приращее функщёи. 

154. Опредвлене фуниши для иррапональныхъь 
зиаченй аргумента. Ясли функция РГ (2) непрерывна для везти 
значенй ортумента в% ниноторой облаети, то она опредюлена 
Эля веть иррашональныть зноченй аргумента въ той же 
область, И въ самом дЪлЪ, возьмемъ какое нибудь ирраональ- 
зов значеи!е с въ области аргумента. Оно есть предфль нЪно- 
зорой посльдовалельности рацональвыхь чисель: 


Са бен быть (1) 


ледиацихь въ области аргумента. 


Знаменель РК (п), при в =, называется пребтедь, во которому 
втренитея повледовательноеть: 


(в), Е)... Р(),... (2) 


Для того, чтобы опрейвлене э10 ныЪло смыситъ, доланно 
показать, что предфлъ этоть существует. Это иметь м%Фото. 
И въ самомь дв, послвдовательноеть (} имфеть предл; 
олЪдовательно, разность с, „— @я, при безграви чномъ возрастан!и 
и, безконечно мала. ДалЪе, Р(=), по условно, непрерывна въ 
разоматриваемой области аргумента, спдовательно, во первышь, 
каждый членъ поопфдовательности (2) есть волн опредфлен- 
н06 Чнело, и, в0 вторыхь, разность Ё (с) — # (ва), при безгра- 
ничномв возрастани м, безконечно мала, ибо она представляеть 
приращене непрерывной функция, соотв8тотвуютщее безконечно 
малому прирашентю аргумевта, равному (1»-—е»} (158) От- 
сюда слфдуеть (79), что послфдовательность (2) имфетъ 
предвль, ч. и т. д. . 


155. Разрывь непрерывности. Если для иЪкотораго 
эначеня аргумента, равнаго 6, равенство: 


бт Г. 0 


не удовлетворено, то говорятъ, что и®) имфеть разрывъ иепре- 
рывиости при #=е, 
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156. Теорема. Для тозо, чтобы функшя Г} была непре- 
рывна эры ‹ эеобжодимю № Зоспииточно, чтобы санлема не- 
‘равенстве 


—@ < 


эбв © эзроизвольно малое чиело, илибла дльшенае: 
ва, 


29% В веть илокоторое конечное полоокизтельное число, или, что то 
эке, необходимо ш бостолпочно, чтобы существовало полохеительное 
хонечное чиело 1, удовлетворяющее система неравенствъ: 


е—1й=% 


518 1: 8] — 1) < в 


пр веякомз промзвольно маломь положительном © 1 при вояколь 
8, удовлетворяющень условйо: 0=51=51, ` 

Напилемъ послВдовательности (1) и (2) (150) въ вид одной 
посл довательности: 


Нет л, Ре), Ге), ,. Ге .., 


Для того; чтобы послёдовательноеть эта имфла предфль, 
необходимо и достаточно, чтобы, для изкотораго #к и при 
веякомъ натуральном р, имЪло м%ото неравенство; 


за 


О Мн) Рег 
равносильное систем»: 
5 Рен — ет №) < 5. 


тд © произвольно малое число. 

Текь какъ й,, при воврастани %, убываеть но какому ни 
веть закону, то №: предотавляеть всякое число, кебольшее да, 
Те №. А гдВ 6 есть вояное число, удовлетворяющее усло- 


во: 0=0=. 


Предъидуши неравенства, могутъ написаться, слЪдователь- 


но, такъ: 
“ 


его ь) <. | @& 
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Доле, равенства: 
Р(е--0) — Г(@ = +9) 
говорятъ, что 
ет -Г@)< 5, 


или, что то зе, 
<) —9 55. 6) 


Оложивъ равенства (а) н ($) по частямъ и замънивъ А» 
черезъ й, получимъ: 


—а< Ре) —Е(@) <а. чита. 


157. Зам чан1е, Для границ а и 6 области аргумента, 
предъидущее услов!е выравится такимъ образом: 


5/9 <а } {для границы а} 


< р жал 


< 
сю 2 я } (для гравицы 2). 

158. Сдёдетв!е 1. Если (2) есть фунищя непрерывная въ. 
области: а п=50, то промеюутокь между В и а люжно разбить 
на таков нонечное число иролежеутковь, что внутри казюдизо ‘изъ 
нихь разноеть между двумя значенями функции дудеть ментве 
напередъ. заданнаго числа в, т.е. бубуть илиють мвсто нера- 
венстват 


— <) <ь 
30% д, и 2; суть произвольный вначеная, лежания въ томь или 


Эрузомь пролежеутияв. 


Токъ какъ функшы 7) есть функшы непрерывная при 
ш==а, то существуеть такое конечное чиело #, (157), что 


если. = х = а, ТДВ а, =а+ А. 
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Далве, существуеть (157) захое конечное число й„, что 


<) — о) 


о) 


зсли а, = а а ТДВ а, == а1-- №. 


Продолжая поступать нодобвымъ образомь, образуемь 
рядъ чисель: а, а, 0... . Легко видфть, что число этихъ 
чисель, заключенныхь между а н 6, будеть конечное. И въ 
самомъ дфдЪ, если бы только при безконечномъ числ зна- 
Чен: в, а)... мы достигли значеня 4-50, то это значило 
бы, что числа; /,. й,, В, ... становатся менфе сколь угодно 
малаго числа; слВдовательно, кельзя было бы опредЪлить 
такого конечнаго числа №, при котиромъ: 


2 Ра <, 
& это противорвчило бы предположению о пепрерывнооти { (4) 
при 2==4. 


Положимъ, что между а и 6 заключены числа: 
Я ас сь @& 


и разобьемъ промежутокъ (6, а) па. конечное чнсло промежут- 
ковъ: 

(а 24), (ав а), 6, а). (2) 

Раземотримъ заной нибудь иЗТ, ЭТИХЪ промежутковъ, папр. 


{я,, а;), н возьмемъ два произвольныхь зяаченя 2 и 2, включая 
сюда и границы, въ этомъ промежуткЪ; неравенства (1) дадутъ: 


2 <На -те < 
2 <) Ра <, 8) 


откуда —в < /(,) — Га) <ь 
А эт0 и нужно было показать. 


159, Равном8рная непрерывность. Али фуниия [(2) 
непрерывна 0% области: а==2=50, то для воянаго эначенёя @, лв- 
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эжащазо въ этой области, вуществуеть одно м то ще конечное 
Л}, пры котором неравенетва: 


—а< 1 (@) —Ка) <а 
будуть цлають румиенае: 


ааа А 


И въ самомъ дфлВ, равобъемъ промежутокь ($, а) ва 
указанные выте промежутки и навовемъ наименьшее изъ чиселъ: 
да; №2,... буквою # (оно сущеетвуеть, ибо число этихъ чнселъ 
конечное). 

Возьмемъ произвольное чноло @ въ области аргумента. Оно, 
очевидно, заключено въ одномъ изъ вышеуказаяныхь проме- 
знутковъ, напр. въ промежуткВ (аз, а,), гдЪ = А, 

Числа (#— №) и (4--№) заключены или въ одномъ проме- 
жутк» (в, а;), или соотвЪтогвенно въ двухъ сосздиихь проме- 


уткахъ: (а, в) и (4, @4). 


„Въ первомь случать, всякое число и, заключенное въ проме- 
жутк® между @—й и 4--/, и число 4 заключены въ одномъ 
и томъ же промежуте (аз, а,); слфдовательно, по докаванному 
выше (158), 


—4< а) —Ка)<а. 
Во эноромь случа, всякое число х, заключенное между 
{4—№) иа--*), будеть лежать или между @—Л иаш,, т. ©. 


въ промежуткВ (а, а,), нли между а, и 4-й т, в, въ про- 
межутЕВ (а, 44). 


Въ соотвЪтотЫе съ этими двумя спучаями будемъ име: 
наи УЗИ Гадои у ЗК) 


а 


или УГ Га) < — уха) -- Г 


Сложизъ оботвфтетзенныя иеравенетва по частям, получимъ 
въ обоихъ олучаяхь: 


—в < (@) —Г (а) <«. 
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И разсужденя, и число й, и Число « остаются неизм®ин- 
чыми, въ какой бы промежутокъ не упало число 4. И такъ, 
слЪдовательно, показали, что дая всянаго значеня @ въ области 
аргумента существуеть одно и то же конечное число й, при ко- 
зоромт, для воякаго значеня т, удовлетворяющаго неравен- 
отвамь: 


ал а=Еа +1, 


неравенства: 
—«</®-ТФ За 


тд® а есть произвольно малое число, будуть имфть мЪсто, 
Что н вужно было показать. 


Доказанное свойство называется равномёрною непрерывностью 
функши /(т) въ области аргумента: а 550. 

Причива сего назваз!я ясна: въ опредфленши непрерыв- 
ностн допускается, для каждаго значетя аргумента, существо- 
звне своего №, при которомъ вышенаписанныя неравенства 
НМФють мото; здВоь же доказано существоване одного и 
того же № для каждазо значення аргумента въ области не- 
прерывяости. 


$ 11. Примзры нопрерывныхь функц: #, 


160. Непрерывность эй хи 00: х. Фуннийе зи < н 006 а 
суть фунюйи непрерывных при всякомь значеви ариумента 5. И 
въ самомъ дъиф, функый эти суть функщи вполнЪ опредЪ- 
ленных для каждаго значен\я аргумента. Кром сего, 


Е 


зп (#27) —з1о= Вых - 608 6-:). 


` # 
сов (е-- Л) — 082—251 1 . \2 + 2) 


отеюда: Е {#--А) — та в . [бов (= + $] 


[сов (+1) — сова -=2 | Зв (2+ м 
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а, [605 (== #1 < 


Но 


слёдовательно, 


[Вы {е-- №) — ва | [воз В) воз] < | т. в. 


т [чт (2-й) — 1 ®] > 0, Шт [соя (и -+ №) — с05 


ч, и. т. д. 

161. Непрерывиость показательной фувкщи. Функция 
д", зд а положительное число, есть функщя непрерывная для 
велкото зноленя арзумента; И въ самомъ дЪль, функщя 27а 
веть функция опредзленная для кяждего значеня =. КромЪ сего, 


а" — р #— 1) ; | — 


р. . 
но м 1, при отремлеви # къ нулю, ставовится и продол- 
жаеть быть менфе воякаго заданнаго числа (53), нанр. числа 
С, тд» а произвольно малое число. Слвдовательно, 

[о 


до а В а-н 
| —а |< . д илиха, т. 6. Иъ ( м 
Я 


чита 


162. Сумма непрерывныхь фуниций, Алебраическая 
сумма непрерывныть фунний есть функщёя непрерывная. И въ са- 
момъ дълъ, если 


Еш=Р() 9(х), 
тдё Ё (2) к $(ю)суть непрерывныя фуикши, то (11) 


Вт [Ро] = [в Г] [т] =. 


163. Произведеще непрерывныхь фунищ!й. Иронове. 
Зенле непрерывныть функцёй весть фунншя непреривная. И въ св- 
момъ ДЬЛЬ, еслн 


Е() =). (=), то (71) 


вт [Р(®) 1. == т [79] . ит (9)] =7/0.4®=7. 
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164. Степень непрерывной фуницЕя. Степень непре- 
рывной фуниши веть фунтия непрерывная. И въ самомъ дЪлЪ, 


вели 
(а) == [Иа то 


бт [Ре], „в ге] =[7 ©] =7 0. 


165. Непрерывность цёлой функщи. Целая фунния 
(а) = ааа и" ее а--.. Нара 


есть функшя непрерыввая для звсякаго значеня х, ибо она 
равна сумм конечнаго числа функ, непрерывныхь при 
всякомъ знамени аргумента. 

166. Частное непрерывныхъ функщй. Чаетное двухъ 
непрерывныхь фуннцёй весть непрерывная фунния для казкдого изо 
значенй 2, нв обрецеющияь зналюнателя въ нуль. И въ самомъ 
ДЪЖЬ, если 


Рш=Ё т 
Вт Г 


те (71) НР = о 


167. Зам чан1е. Нсли с есть корень знаменателя и, вм Вот 
съ 7т%мь, воть корень чиелителя, т. е. если 


$ (6 =0 и (8) =0, 


й 


хо частное 2 
9 (2) 
ную функдио н при х==е, Возвьмемъ нфеколько примфровъ. 


можно иногда разсматривачь, какъ пепрерыв- 


1°. Положимт, что 


2 (2) 


ие 0 


При 2=1 чиспитель и знаменатель разоматриваемой функци 
обращаются въ пули, ифункшя теряеть опреджленный смысл, 
Для везхь остальныхъ эвачев! х она иметь опрелфденный 
омысль и равна функщи: 


ат 


ПФ, 
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предотавляющей иепрерывную фунец для воякаго значеня 
аргумента, ибо ея знаменатель ни при какомъ вещественномъ 
звачеши аргумента не обращается въ нуль. Нели, слфдова- 
тельно, убловимея считать, что И (@)==Р (=) при зоякомь значе- 


ня аргумента, а слфдовательно Еее э, то можемъ 
разоматривать №02, какъ нелрерывную фунхшю дая вёЪхъ ана- 
чей аргумента. 

20. Положимъ, что 


Эти т 


Па) = 


Дия воЪхъ значении р, за исклоючешемь х=0, функшя 
эта, имветь опредъленный смыель. При 2==0 чиолитель и вна- 
менатель обращаются въ нули, и функщя, теряя смысиъ, пере- 
отаетъ быть непрерывпою для этого значеня аргумента. 

Нели, однако, вообразимъ такую функцию й (2), которая; 
при вовхь значетяхь =, отличныхъ отьъ нуля, совладаеть съ 
=), причемь равна 1 при #=0, т, е. (0) =1, и примемъ, что 


1) = [(т) 


и при ж—=0, то Г(2) будеть непрерывною функшею и при 


2—0, ибо 


т [и] [т р @] вт [1] = (0) =Г (0. 


168. Сложная функщя. Разсмотримъ Функию 2==/%). 
гдф у=И»). Если у есть непрерывная фуцхцйя леремфннаго 5, 
& 2 есть иепрерывная функця перемфннаго у, то # есть, вмВотЪ 
съ твыь, непрерывная фуккшя 2, ибо безконечно малому при- 
ралценио 2 ооотяфтствуегь безконечно малое приращене’ у, & 
сему послёднему--безкопечно малое прирелцеше 2;.слдова- 
теньно, бевконечно малому прирыценю х соотвфтотвуеть без- 
вонечно маное прирашен!е 2, что и нужно было показать, 

УЗЕВНИКЪ лЯГЕБРЫ. . К 
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$ ПЬ Принёры разрывовъ, 


189. ПримВръ 1. Разомотримъ фувкцро 


Функция однозначна при х=1 и теряеть смыель при 
д=1. Можно човазать однако, что предълы Га — 0) и Р(1-- 0) 
существуютъ, причемъ они различны между собою 

И вь самомъ дЬлЪ, имвемь: 


== Ен -- 
й р у 12% 


Ре 8 18.2 


гдЪ # положительное число. Принимая во внимане, что, при 
й 


: 1 
бевграничиомтъ убыванн й, число # ==-„ безгранично убы- 
тр у 


заеть, получимъ: 


года а], у па-рощь ав) = 


И—0 
т. в. РарЫ— 0) яв =Ра-р- о). 


Отсюда слвдуеть, что, каков бы добавочное опредёлене 
равсматриваемой функщи при #=1 не сдфлали, эначенйе #=1 
представить мието разрыва функции | (2), ели это значенае лв- 
жить внутри облавти араумента. 


Одфлаемь, однако, олрдующя замфчаня: 

1°. ели ограничимъ область аргумента условемъ =] и 
положим, что (1) =, 70 можемьъ оказать, что нага фуйк- 
щя непрерывна во всей области аргумента, ибо на границь 
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этой области можно говорить только объ односторонней ие- 
прерывиости (151), каковая иметь мЪсто, ибо, какъ видвли, 


20-9 =— 3 =Р 4). 


2. Если же ограничимъ область аргумента условемъ #221 
и примемъ, что Г(1)==1, то можемъ скавать, что наша функ- 
ща непрерывна во всей области аргумента, ибо, какъ видЪли, 


Гао) =1= а. 
170. Примёръ 2. Разомотримъ функцию: 
ВУИ Е 
рвать +... 


Функщя эта для вохь значен! аргумента х==0, предотавляя 
сумму безконечно убывающей геометрической прогресеи, еовпа- 
даеть съ фувкщею 


= 
ео Ио; 
1 


во при х==0 функщя К) и $(2)` пе вовиадають, ибо 
1(0)=0 , (0) ==1. 
Прннимая во внниан!е, что 
др Уд] == Ноа УФ] ее) ие (0), 


= 
заключаемъ, что, при 2==0, [() претериюваств разрыв непрерыв- 
ности, . 

Принявь, одиако, /(0)==1, можемъ разоматривать фуикцю 
{(@«), какъ непрерывную и для значешя в-=0, будетъ ли это 
значеше лежать зввутри области аргумента или яв ея грани- 
цахъ, ибо 


Ит [74] 0 -бО-Ф®тО=1 $(0) = /(0). 


171.. Прим%ръ 8. Разомотримъ функцию 


Гаев (3). 
у 
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Она, ость функщя одвозначная и непрерывная при вофхь зна- 
чешяхь аргумента 2==0. Но при х==0 функшя эта теряеть 
сиыслъ. Какое бы добавочное опредълеще этой функщи не 
сдълали при #=0, значене д-=0 предетавнить лизвто разрыва 
функуги, бубвть ли оно лежать внутри области аузумента или 
на вя зраницать. И въ самомъ дЪль, вели х приближается къ. 
нулю, какъ чепрерывный арзументь то ив существуеть ника- 
хо предъми, къ которому стремилась бы 7(2), ибо, при непуе- 


рывномь измънешя х оть —# до 0 и отъ +1 до 0, дуга — 
будеть изиВняться въ сколь угодно широкихь границахъ, 
& потому зв (= >) пройдеть сколь угодно разъ черезь любов 
число, лежалцее между —тн +1; олЪдовательио, нельзя ука- 
зать такого числа Г, для котораго |2 зи (5 № при отре- 


млени я къ нулю, одЪлался бы и продолжещь быть мене 
всякаго ваданнаго числа. ®. 


Сдьлаемъ однако олёдующев зам чане, Нели устранимъ. 
требоваше нехрерывноети аргумента и установимъь ифкоторый 
опредьленный законъ приблимешя # къ 0, хо можемь гово- 


рить о предълз выражешя Зы (3), причемъ предзлЪ этотъ 


будеть изиЪняться еъ изизнешемъь вышеупомянутаго закона. 
Положимъ, въ самомъ дъль, что 


в ® 


тдё и натуральное безгранично возрастающее число; ясно, что. 
® стремится. къ нулю. 


Раломатриваемая функщя: 


1 =8щ [+ ) = Эм т У — зи: = 


% 


будеть также приближаться къ нулю, ибо дуга ыы прибли- 
жавтся къ нулю. 


НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ И ИХЪ ИЗОБРАЖЕНИЕ. 183 


8 (ав + 0) 


Положивь: = и 
[ме--у + Ць 


получимъ: 


а 1 о [них к я 
Ре) 8 (=) а | 2 На = зак 


т. е. Г(2) приближается къ 1, ибо дура 
къ нулю. 


х 
За приближается 


$ ТУ. Везконечность. 


172, Употреблене выраженя „бевконечность“ и 
символа, ©. Въ математикВ употребляють съ большою поль- 
зою, для сокращешя рфчи, выражен!е; безнонечность и сопря- 
женные съ нимъЪ символы: со, + со, -|-о2, — © (60, 86), 

1°. Каково бы не было число я, т.е. какое бы вначене оно 
не имфло, говорять, если нужно, что оно заключено между 
„-— безконечность“ и „-- безконечнооть“, 

20. Каждое изъ неравенотвь: а<я, х<в иногда зам» 
няють соотв®тетвенно равносильными имъ неравенствами: 


аси <-о, --о<«и<а. 


32. Воли 2 есть непрерывное перемённое и имфеть любое 
значень,; то говоряте, что ‘2 пепрерывно въ промежутк® между 
—< и о, и пишуть: 


— «и - 0. 


Ясли х есть непрерывное перемнное, имфющее либое 
значене превосходящее чисио а, то говорять, что оно непре- 
рывно въ прометутеф между 4 и <; 

Еоли 2 воть непрерывное перемфнное, имфющее любое 
значене, меньшее числа а, то говорять, что оно непрерывно 
зъ промежутеВ между — си а. 

173. Значеве функции при значе аргумента, 
равномъ безконечности, 15. Если; при `бевградичеомъ 
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воврасташи я ии, функщая /(%) приближается къ опредЪлен- 
жому предфлу, то предЪлъ этотъ называется значетемъ {(*} 
при # == + а и означаетея символомъ: 


ЕС ©) нли, просто, Ё(сэ). 


Напр. для функщи [(=} = =" ‚ имвемъ: [(с9) =0. 

2°. Еели, при безграиичномь возраставщи 2, функшя /(2) 
прибиижается въ опредфленяому предЪлу, то предфль этоть 
называется зпаченемъ фулкщи (2) при # == --со и означается 


символомъ: Ио). 
Напр, для фуякщи ет, имВемъ: { (+ 5) ==0, 


3'. И наконець, если (—=) безгранично возрастаеть, и 
фувющя Р@®) приближается къ опредфленному предлу, то пре- 
дфлъ этоть называется значенемь функши / (2) при #=— и 
озвначается символомъ: Р(— 5). 


1 
1-52 


Напр. для функши (м) == имфемъ: #(— 5) =1. 


174. Значен1е функции, равное безкоиечности. 1°. Если 


функщя [(®) опредфлена, какъ дробное выражене Е то она 
зноля% опредълень для звсяхаго значешя а аргумента, при 
которомъ $ф(а) ие ==0. Если же ф(а) =0, то. фунвцы /(2) теря- 


еть смыслъ, ибо выражен! р принимаетъ одну изъ формъ: 
5, у, Предполатвя, что +(4) не == 0, будемъ говорить, что 


фувкщя /(®) обращается ВЪ +: опри ==а, и писать: 
Ра = 


апр. ие =, предетавляюций, по опредълено, выражен!е 
Зе 
Е виолнф опредвленъ, если и не == (и $) п; ГДФ п есмь 


цёлое число, Шели эке “— ("+3 <, то 0032==0, и шива, при 
этомъ значеши аргумента, теряеть смысль. Такъ какъ За х 
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не-=0 при указанномъ значеши аргумента, то говорять, чо 
1 
{ап 2 обращается въ + < при #= (+ 3] л, и пишуть: 


вые 


20. Говорять, что [(ж) обращается ВЪ -2 со при в==а, 
н пишуть: Ра о, 


эсли |/(2)| безгранично возрастаеть, когда 2 приближяется кь 
предълу а. 


Натр., для ед имфемъ: #(0) = -- ®. 


оли [(2) безгранично возрастать при приближени х въ 
предвлу а, то пишгуть: 


(а) = + ®. 


Напр. для функщи /(@)— 3, имфемы [(0) = + о. 
Если же —[(2) безгранично возраотаеть при приближени 2 кь 
предёлу а, то пишуть 


Рау==— в. 


Напр.. для фуякщи /(2)=— д, пиБемы #(0) =— <. 


$ \. Воврастаюлуя и убывающя функд, 


175. Возрастающая и убывающая функц! и. Функшя 
[(®) называется возрастающею [убывающею] въ области аргумеита, 
ограниченной числами 6 и а, если для двухь значений а: их, 
аргумента, лежащихь въ этой области и удовлетворяющихь 
условйо: „>, соотвфтствуюлйя зивченя функц?и удовлетво- 
ряють неравенотву: 


Риз) Ра), Ра) < Ве), 
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178. Примёриг. 1, Фунишя 9% х есть функция возраета- 
ющая, еспи область аргумента такова; 


оу +, 


гдз Ё произвольное цфлое число. И въ самомь дДЪлЬ, нера- 
венства эти даютъ; 


О, —, < я — Е ть, 
такъ что Эш Яо, Со ее >0. 


Вепомнимъ теперь равенство: 


Эш 2, — Бо 2 ==2 Ва 271008 о 


, 
правая часть котораго > 0, & потому 
Эт я. > Эш а, 

т. е. фуякщя Эва х есть функшя возрастающая (убывающая) 
для указанной области. 

Можно показать, ято м х есть функщя убывиощая для 
области: 

— ЕО = << ОНИ. 


2. Подоблымъ же образомъ найдемъ, что фунюшя 005 2 
веть фувкщя возравтающая (убывающая), если область аргу- 
мента такова: 

(22-1) ч«я< (2 в +3) т, [хех (2 --1)*|, 
гдЪ В произвольное цВлое чиело. 

3°. Равомотримъ фунжийо Чап& х и покажемъ, что она есть 
функщя возраеснииющая для веякой области аргумента, внутри 
хоей не лежать значеня вида (+ $) т, обралщающия функц 
Сов # въ нуль. 

Таковыми областями будуть: 

п 
-= та 
д дия ниж: 
Со8 220. 008 320 053%—щ «п Эш (и) >0. 
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Вопомнимъ челерь, что 


В =, __ Бра 


Со 2, 00; 2: 


фара 2, —Чапа а: == 


Правая часть сего равенства для указанныхь областей есть 
чиело положительное; слфдовательно, 


1апо 2,2 ви =. Ч. ит. д. 


4°. Фунния а”, гдва>1 [< 1], есть функшя возрастающая 
(убывающая) для веякой области аргумента, ибо (51) 
ва [2 «| если >, 


50. Разомотримъ эярехчлень второй степени р(®) = аа? Вх е. 
Имфемъ: 


. Ра) — Ка} == — п.) [а и) +0. ® 


Положимъ сперяа, что а>0. Покажемъ, что фукщя воть 
функщя возраспымощая (убывающая), еспи область аргумента 
такова: 


р 


ъ 5 
> —ш у, [ < —5] И вь самомъ дал, 
ь | $] ; 
>, [№ + <— 2] слёдовательно, 


в (&, 5) Ро 0, [(@ =) 2 <. 


Результать этоть говорить, что правая часть равенства (7) 
есть положительное (отрицательное) число дла указанной обла- 
ти аргумента, И такъ, 


Ре) > Ра. Шо) < 1 (# 


т. в. трежилень оторой стейени аа? -- фе -р с, в которое а > 0, 
веть возрастающая (убывающая) функшя для области аузумента: 


Если а< 0,10 легко показать, что заключен!я будуть обратямя. 
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177. Замвчан1е. Ниже будуть даны признаки возраставя 
и убывая функций. 


$ У1. Графическое изображен1е фуявц1и, 


178. Построев1е кривой, нзображающей ходъ из- 
мёненй фуньшщи при возрастан1и аргумента, Примемъ 
какя нибудь двЪ взаимно перпендикулярныя прямыя =, и уу, 
за прямоугольвыя оси координать на плоскости. 

Возьмемъ какую нибудь функцию у=/(а) и будемъ 
равоматривать значен1я непрерывнаго аргумента, какъ абециссы 


Черт. 4. 


хочекь, а соответотвующия значеня фуикщи, какъ соотв®т- 
отвенныя ординаты этихъ точекъ, и вообравимъ, это построены 
зоЪ точки для вЪкоторой области аргумента. Точки эти 
образують зеометричесное лжето (кривую) (чер. 4), которое на- 
зывается графическиымь изображенемь функши въ указанной 
области аргумента. 

Фихура этой кривой наглядно представить т$. изивнен я, 
которыя будеть претерш8вать перемнная ордииала при в08- 
растави перем нной абоциосы, т. в наглядно ‘предоставить 
ходъ измзнена функщи ори возрастаяи аргумента вЪ раз- 
сматриваемой области. 

Если данная фуикщя есть фувкшя непрерывная, то каж- 
Дой точкв М кривой, изображающей фуикцио, соотвьтотвуеть 
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такая точка №М,, для которой хорда ИМ, предотавляеть сколь 
угодно малый отрЪзокъ. И въ самомъ дв, чертежь даеть 


ии,<мрР+- РМ, ли 


мм, <(0м, — 0М)-- (Мм, — ММ). 


Но, при непрерывной функши, разности: (ОМ, —- ОМ) и 
(М.М, — ММ), предетавляюция приращеве аргумента и соот 
вЪтотвенное приращене функш, могутъ быть скаль угодно 
маль; олдовательно, отрЭвокъ 4/4, можеть быть сколь уго- 
дно малъ. 

179. Примфры. №. Функщя /(@)=в2+$ графически 
изображается прямою, составляющею съ осью 45" уголь, 
тангеноь котораго разенъ я, и пересзкающею ось у-08 вт точкъ, 
ордината которой равна 5. 

2‘. Равомотримъ двё фуиющи /(2) == ви о инф ()==еж- а. 
Каждья изъ нихъ графически изобразилоя прямою; ноло- 
жимь, что прямыя эти соотвфтотвенные сут: АВ и 00 
{чер. 5). Если эти прямыя непареллельны, то точка ихъ пе- 


Чарт. 5. 


й а—ь 
ресъчешя Р имфеть абоциссою # == „—. Положимъ, что раз- 
оматривается такая функшя, которая, пля возхЪ значенй 


юовпадаетъ съ функщею Г(%), а для вовхь 


значе аргумента; # > она совпадаеть оъ функщею ф (2); 
ясно, что графичёскимъ изображещемъ таковой функщи бу- 


деть ломанная лишя АРР. 


аргумента; #<.— о © 
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3°. Функщя Эш х графически изображается кривою, 
изображенною на чер. 6. Зд\сь; 


Соотввтетвенныя значения функши предотавлены ординатами 


АБЕ-Ь 0, — бБ=-Ь 0, мк ь... 


А.К =—1, 0 --ОД=Ь-ь 0, М.Е, 1,... 


При измфнен!и абоцисеы: оть О до 2, оть№ до т, ОРЪ к 
р р ы 
до вт .., ордината измЪъияетея: оть 0 до 1, оь 1 до 0, отъ 


0 до —1 м т. д; при ивмЪнеыи абециееы; отъ О до — 


оть -_: до— п, оть —я до —5,... ордината изызняется 
оть 0 до —1, оть —1 00, оть 0 до --1 ит. д. Функщя 
эта, какъ показываеть чертеж, то возрастаеть, то убываеть, 
причемъ двумъ аначенямъ абоциесы, равнымь по модулю, но 
противоположнымь по знаку, соотвфтотвують зпамевя фун- 
кщи, равныя по модулю, но также противоположныя по знаку. 
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й р 1 

4. Функщя пех обращается въ 2- © прит= | + 3) 
слёдовательно, разбивъ всю область артумента {— 25, + 5) 
на частныя области: 


5 


можемъ изобразить графически функцую для каждой изъ этихь 
областей, и ея нвображене ‘представится безконечнымь чис- 
ломъ вЪтвей, которыя не будуть имфть общихь точек (чет, 7). 


у | 


ха 
= 
а 
> 
| 
я 
Е 
б 
3 


я 


Во эти эётвя будуть совершенно одинаковы по виду. Наж- 
дая изъ нихъ будоть заключена между направлешями орди- 
аль, соотвЪтотвующихь абсциосамь, равнымъ границамь. 
области, соотвфтотвующей разоматриваемой вЪтви. Каждая 
зтвь переозчеть одинъ разъ ось абецисеъ въ точк%, абоцисся 
которой равкя #", гдв # есть то или другое ц%лое число. Ор- 
динатя каждоНн вЪтви будеть возрастать оть —<одо 55 при 
возрастани. аргумента, въ соотв®тетвенной области, 


$ УПТЕ Свойства непрерывныхь функды. Пранёры. 


180. Теорема. Если Г(х) есть фучкия непрерывная 95 
области пумента: аи ==, то уравнене 


Р(з) = ©, 
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19% О есть любов нисло, занлюченное между значевяни: (а) и РВ), 
члизеть, по крайней лизре, одинъ корень, удовлетворяющий нера- 
венствамь: 


в<а<ь 


эт. в. друмьни словами, функия [(2) илиьеть любое значеще, за- 
ключеннов между (а) и Г(Ф), для одного или нзвеколькихь значений 
арамента п, пеженщихь между а и $. 

19. Геометрическое истолиоване теоремы, Положимъ, что кри- 
вая ОР (чер. 8) графически изображаеть функц Г(=) въ 


у р? 
ран 
® 
с 
Чер. 8. 
5 х 
р укЕ в 


области аргумента, границы коего суть абециссы: 
„ОА=на, ОВ-=5 


ординаты АС и ВЛ прецетавять соотвЪтотвенныя значенйя: 
Га) и Г®) даниой функц, такъ что: 


Аб= Ра, ВР == Г. 


Вовьиемъ отрзонъ ОЯ = 0, заключенный, по своей величинь, 
между ординатами АО’и ВЛ, и проведемъ прямую ЕН, парал- 
лельную осн ОХ; прямая эта пересЪчеть кривую, по крайней 
мърЪ, въ одной точк» (и& чертежЪ она пересЗкаетъ кривую въ 
трехь точкахь Х, @ и Н); ординаты этихь точекь: «7, Кб, 
НТ, .. .бувучи равны отрфзку 0, предотавять одно и то же 
значее фуикщи (2), соотвфтотвуюжщее тремъ‘значешяиь, 
аргумента, равнымъ абоциссамь ОУ, ОК, ОГ, .. „заключеннымь 
между абсцвосами а и 6. 
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И такь, слЗдозвательно, ив прилагаемомъ чертежЪ функщя 
{(®) иметь значеше 0, заключенное между [(а) и {6}, для 
трех аначен!и аргумента: 07, ОБ, ОТ, ваключенныхь между 
ана, те. уравкене 


ге —с 


иметь три р»шен!я, заключенныя между @ и 5. 
2°. Аналитичесное доказательство теоремы. Разсмотримъ функ- 


цю $ (#) = 1) - 0, 
которая, очевидно, будеть непрерывна вмВст® съ /(2). Отсюда 
$ (®=1(@) — С, $6) =70— 6. 


Такь какъ число С заключено, по условшю, между ГЁ(а) и [(0), 
то одно изъ значен!: ф(а) и (5) есть число положительное, 
другое — отрицательное, Положимъ, что 


Ф (а) < 6, $6) > 5, 


и возьмемъ три числа; 


$ 
а, ЕТ, В, в 
причемъ а заключено, очевидно, между ян 65. Еслн слу- 
зитея, что 
а-- в) __ „а+ь ао 
(=) Ее в=0, по 7") С, 


и, слЪдовательно, теорема, будеть доказана, ибо, дЬйствительно, 
нашлось между & и 2 такое значете я, при которомъ зиа- 
чен!е /(=) равно данному числу С, заключенному между Г(а} 
и РЁ). . 

Но положнмъ, что этого не олучитоя, и назовемъ первое 
изъ чисель (1), при ‘которомь ‹(^)>0, буквою 6, а предъ- 
вдущее — буквою а, такъ что 


$ (а) < 0, $ 6,)> 0, 
и разсмотримъ три числа; 


(2) 
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@-Ь 
Не коихъ число 75 будучи заключено между а, и 6, 
содержится между а и 6, при чемъ разность В,-—а, вдвое 


менъе разности 5— а, танъ что 6: а, = 


чит, что 


(ао) В бот Е б, п, 


слФдовательно, теорема доказана. Но положимъ, что этого не 
случится, и назовемт первое изъ чиселъ (2), при которомъ 
+@®>0, буквою @,, & предъидущее -—бунвою а, такъ что 


Ф (аз) < 6, $ (8) > 0, 


и раземотримъ три числа: 


, ао 5, (3) 


—й 
ри 
энитея между аи 6, причемь разность 9, — 0, вдвое менфе 


разности $, —2, такь что 


а 


изъ коихъ число заключенное между а и 6», водер- 


й 


6, — в == 


Продолжая поступать подобнымъ образомъ, или придемъ къ 
такому числу, заключенному между а и В, которое обратить 
функцию Ф(2} въ нуль или, что то-же, функцию /(2) въ число 
С, и тогдь теорема будеть доказана, или образуемъ двь 
зослёдовательнаетяв: 


2, п Ч, о бы. 


Вы... 


изъ конхь первая не убываегь, вторая но возрастветь. Посдв- 
довательностя эти образуютъ систему (а, 6), которая опре- 
двляеть нЪкоторое чнело т, нбо 


< и ,— = «а для в В. 
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Это и предотавляеть предфтъ чиселъ а, н 6, такъ что 


г = Ит (и) = т (,) , и заключено между а и $. 
со тис 


Образуемь теперь дяъ яоеледовательноении 
$ (а), 9 (а), 9 (в), Ф(@),... 
$0), $6), 96), ч,),... 


Каждая наъ этихь поолздовательностей иметь одинъ и тоть 
же предълъ 3(), ибо, по непрерывности фунвщн о (=), 


Тит [+ © = [Шиа (ви) Ю ]==96), 


Шт, [26,1 Щ_=? | 6, „| =9 (2). 


Съ другой стороны первая (вторая) изъ этнхь ноелфдователь- 
ностей воть послдовательноеть отрицелельныхь (положитель- 


ных) чиселъ; олВдовательно, 
9 (1) = 0, $ (7) 0. 


Эти два результата требуют», для совмФотнаго существовавия, 


чтобы 
$ (т) = 0, т. е. чтобы Р@) — б==0, откуда 


2) =6. 


Тавеиство это и доказываеть теорему, #бо ово товорнтъ, что 
между чиелами а и 6 существуеть такое число т, при кото- 
ромъ значеше функции {(ё) равно числу С, заключенному 
между Г(@) и Г@) н произвольно выбранному. 

181. Олёдетые. Если (== 0н Г(5) 2:0, то вущеетвуеть 
злаков значене 7, заклоченное мезбду @ п ь, при котороль Г(т} =0, 
или, Орузшни словами, функиая [(®) илявоть порень т, заключенный 
‚между аи 6. И въ самомъ дЪлЪ, пря заданныхь условяхь: 
та) =0 и Г(6)=0, можемъ взать О ==0, ибо 0 заключено между 


Е) я #@). 


Сльдотые это очень просто поясняется графичеекн. 


УЗВВЯНКЪ-АЛГЕВРЫ, 10 
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И въ самомъ дВлЪ, если одно изъ значеши {(а) ин [() 
есть число положительное, а другое — отрицательное, то точки 
М я\, имъюня абоциосами значеня а и В, лежать по раз- 
личнымъ оторонамъ оси #— овъ, 

Кривая, изображающая функцию }(<) (черт. 9) и, слЪдова- 
тельно, проходящая черезъ точки Ми М, должна, по иепре- 


$ Хх Черт. 9. 


Ио 


рывности функлли, негпремзнно переоЪчь ось 2 по край- 
зей мёръ въ одной точк® (на чертежЪ она пересВкаеть въ 
трехъ точкахъь С, 2, Е). Ордиваты этихъ точекъ, предотавля- 
юпия значення {(5) для значен!й аргумента, х, равныхъ абецис- 
самъ этихъ точекъ: — 00, ОР и ОЕ, разны чумо. И такъ, сл до- 
зательно, равоматриваемая функшя /(2} имфетъ значение, равное 
0, заключениое между ордичатами: {(а) == —АМ и Г(5) = ВМ, 
ддя трехъ абециесъ: — 00, Ор и ОЕ, ваключенныхь между 


— ОА и 5 =ОВ, 


абециесами: в 


182. Примфры. 1°. Функщя а’ воть фувкцы непрерыв- 
ная для всякой облаети аргумента {161), при чемъ 


п =0, в =, воли в» 1, 


ый 
и в =, в’ =0, волнах 1. 


Предъидущая ‘чеорема говорить, что какое бы число О не было 
звято между 0 н с, т. е, для велюмю положительна числа С, 
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. 
существуеть такой показатель ”, при которомъ & С, или 


= 
другими словами, фунюя в цмиветь вояков положительное зна- 
чене. 


20, Функшя В 2 непрерывна для всякой области аргумента, 


о 8 (-— #)- 


=—1, Ш (+. :)= ; сльдовательно функшя Эше иметь 


® 
а олъдовахельво и для области — > = 


любое значенше (С, модуль котораго удовлетворявть услов!о: 
С ==, дия н»которой дугн, модуль которой удовлетворяеть 


г 


условпо: ы = 


3°. Функщя ие х непрерывка для области аргумента 


Ая —й, 


ТдВ й ееть сколь угодно малое положительное число, неравное 
нулю, причемъ 


запо {: — 1) = 


тдЪ А есть сколь угодно большое число при достаточно ма- 
лоуъ 1. Слъдовательно, функшя але ж иметь любое вначе- 
4е С, какь положительное, такъь и отрицательное, для н'Вко- 


торой дуги, удовлетворяющей условно: ы <=. 


183. Теорема. ели фуницая [(2) есть непрерывная фупк- 
чя для облестиу румента: а5 50, то в% совокупновты значе- 
8 этой функуи въ указанной области существують наибольшее 
и наименьшее значентя, хоторыя совпадают соотебтетавенно съ точ- 
ными высшею и низщею границали этись значений. (81, 83}, 

А. Геометрическое истолковане. Пусть кривая АВ воть гра- 
фическое изобранене фувкщи, причемь: а-=— 04., 5—+-ОВ,. 
Кривая эта можеть лежать: 1) по одну сторону 5еи 2 въ 
оторонё положительныхь у; 2) по одну сторону оси 2 въ 
сторон отрицательныхь у; 8} по’обфимъ оторонамь оси я. 

Во возхь трехъ случаяхь на кривой будуть находитьея 
точки, наиболбе и’навменте удаленныя отъ оси 206, 

. 30* 
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Въ первомъ случа (чер. 10) предотавять: наибольшее знаме- 
че функии-равныя ординаты (ВВ, ЕЕ, } наиболье удаленныеь то- 


> Черт 10. 


я 


чекъ (В, #) н оно соотв тствуетъ значещямъ аргумента, равнымть 
абоциесамъ (ОВ,-—-ОЕ\) этихъточекь; назиенииее значеше функ- 
чии—равныя ординаты (РР, С0,) нациенте уданенныхь точекъ. 
{2.б, и оно соотьзтотвуеть значенямъ аргумента, равнымъ 
збсциесамь (Ор,—0ОС,} этихь точекъ, 

Во второмь олучаз (чер, 11) предоставятъ: наиболииее 
эничене функти--равныя ордиваты (— ВЕ, — №) паинение 


Черт. 1. 


Убаленныхе точекь (Е.Г), и оно соотвЪготвуеть значешямъ аргу- 
ментами, равнымъ абоциесамь (О, — О; этихь точекъ; наи- 
ъменыиее значене фунтуи-равныя ординаты {—НН,-—АА,) наи- 
боле удаленных» точекъ (Ё,4), и оно соотв тетвуеть значещямтъ 
аргумента, равнымь абоциссамъ (ОН, — 04:) этихъ точевъ, 
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Въ третьемъ случа (чер. 12) предотавять: наиболииве 
значенйе функити — раввыя ординаты (ВВ,, ОС; наиболже удален- 


ньхь точекъ (Ви С) изъ т№хь, которыя лежать въ оторон® 
положительныхь у04 и оно соотвтотвуеть значенямъ аргу- 
мента, равнымъ абоециесамь (ОВ,—00,) этихь точек; наи- 
„пенмиев значете функц и— раввыя ординаты (— АА, — БР) 
наиболее удаленные точекъ (А,2) изъ тВхъ, которыя лежать 
въ оторон® отрицательныхь у0вз, и оно соотьЪтохвуеть значе- 
нямъ аргумента, равнымЪ абециссамъ (— Ода, ОР) этихъ точекъ. 

Предъидущее геометрическое истолковаее показываеть, 
слфдовательно, что. функша / (я), непрерывная въ области аргу- 
мента: а== == достигкеть, при возрастани аргумента отъ 
& ДО $, одинъ или нЪеколько разъ намбольшаео и наименииаго 
значении, причемъ и то, и другое могуть соотвЪтегвовать гра- 
ницамъ области аргумента. 

Если данная функшя есть фулкщя возрастающая (убыва- 
зощая) въ указанной области, то значене ея при 26-08, веть 


Черт. 18. 


>= 


й 


каибольшее (налменышев) наче, в значене ея при п == «== — ОА, 
е6ть маименьщее (наибольшее) значен! о. (чер. 13). 
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В. Примфры. 1°, Функщя Эм х ныфеть: 1) для области 
—5=2=+ наименьшее значен!е —1 н наибольшее значе- 
ще +1; 2) для области 0==2=5п наименьшее значене 0 при 
п==0 И ==" и нанбольтее вначеше 1 при ===; ;3) для об- 
ласти п== и 2х нанбольшее значене 0 при я-— ки = и 


4) для области 5 52 = 


- и ваименьитее вначене 


наименьшее значене —1 приз 


—= наибольнтее эяьчеше 1 для ш— 


з 3 


= 


> для = = 5) для области — = =32= —-;  нанбольшее 
. 1 я ; Я 
значене — 5 для 2-=— ти наименьшее зиачене — ы для 


реа 


—* и 

3. ИТД, 

°. Фунющя 4а0о х есть функцья возрастающая для воякой 
ре аргумента, внутри которой не лежать значеня виде, 
("+5 $) = (176,3°), н, слвдовательно, на границахъ этой обла- 
оти она ныфеть нанбольшее и наименьшее значевя, 

3. Функщя аа” -- 52 +в при а> 0 есть функщя убыввю- 

ая для облаотн: # <= #= —& гд\ № есть произвольное число, 


ь 
меньшее —=. и, ол®довательно, на границахъ этой области она 
9%, 
нызеть наибольшее н наименыиее значешя; она есть фувкщя 
возрастающая для облаетн — аа, гдь № воть произ- 


Ь 
вольное число, большее — > в, слАдовательно, иа границах, 


этой области она иметь наименьшее и аибольшее значеня. 
Отсюда слЪдуеть, что яаименьшее значеше функц, ка- 
кое ома можеть принять при воевозможныхь значеняхь аргу- 


мента, соотвЪтотвуеть 2—1 и, слвдовательно, равно 


4ае— 7 
Тай 
Замфтимъ, что функщя безраничио возрастаеть при без: 
граничномъ возраотави |=], что явотвуегь изъ равенства: 
а? 8 вв [чз } и 
и, олфдовательно, ие имфеть наибольшаго значещя, 
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Результаты будуть обратные, воли а < 0. 
С. Аналитичесвое доказательство теоремы. Положнмъ, что [(22) 
есть функщя непрерывная эъ области аргумента 


а (1) 


и назовемъ высшую н иизшую границы зкачен!и (81) (а) въ 
этой области соотв тетвенно А и в. Докажемъ сперва, что въ об- 
ласти (1) существуеть по крайней мёрЪ одно такое значение г, 
для котораго 


Ро - А. (2) 


Если бы одна изъ границъ области (1) удовнетворяла равев- 
ству (2), то теорема была бы доказана. 

Но предположимъ, что ни одна, изъ нихъ не удовлетворяеть 
этому равенству, и разобъемъ область (1) на дв области; 


дак"! и ки [9 


Если бы чноло 5 удовлетворяло равенотву (2), то теорема, 


по отношеню къ высшей границ, была бы доказана. Но пред- 
+ 


а 
положимъ, что чнело —5- этому равенству не удовлетво- 


ряеть. Очевидно, что ддя каждой изъ областей (Г) высшая 
граница не можеть быть болфе А и, по крайней мёрф, для 
одной нзъ нихъ должна быть равна нменко А. 

Разомотримъ эту область аргумента и назовемъ ея гра- 
ницы буквами а; н 5,, текъ что: 


а =, 1") 
причемъ: 
а-- $ 
ил аа, 1 =”, Ил -—-* и 8, =5; 
сл довательно, 


Разоуждая относительно области (1") такнмъ же обравомъ, ка- 
кимъ разсуждали относительно области: (1), мы илн получимъ 
число; удовлетворяющее равенству (2); и тогда теорема будеть 
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доказана по отношению къ высшей граяни® 4, или придемъ 
къ новой области; 
258 =6,, {1°”) 


причемъ: 
аи __@-ы —_ 
ты, и, 


вли а. =а,, 0, = иди 


ы—-ш Ш 
к, слёдовательно, 


Этоть путь илн дасть число, удовлетворяющее равенству (2), 
или дасть дв послфдовалельности; 


@, 1, @,, Пу бе 
а, В, ыы... 5 
неубывающую н невозрастающую, обравуюцИя снотему (а, 6»), 


$— 
бо; => и -—@а= ее <адля п, 


Назовемъ число, опредъляемое этою системою, буквою с, при- 
чемь 
ие 


Докажемъ, что это число с и есть именно одно изъ чнеелъ, 
удовлетворяющихь равенству; 


г®=А. 
Предположимъ обратное, т, е. предположнмъ, что 
А— (6) ==е, гдВер 0. 


Такъ какъ функшя #(2) воть фуякщя непрерывная при х =, 
то существуеть такое чиело й, что, при 962% зрачешяхь ар- 
тумента, удовлетворяющихь услов!о; 


Вей, 
будемъ имёть 
ы < ®-—Го< 5, 
откудь 


Р@) —А--=<3, или 
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Но, при достаточно большомъ я, 
ев) и—е<А, 

т.е. в— А-а, ей 6 
и, сд®дозательно, при веваъ значешяхъ аргумента, удовлетво- 
ряющихь услов; 

в, 
получимь: 

19 <4А—$. 


Принимая однако во внимане, что А есть высшая граница 
значен 7(2} въ области: а„-с =, ваключаемъ (81), что въ 
этой области оуществуеть хотя одно значене, при которомъ: 


7е>ми—%. 


И такъ, получили явное противор%че, в именно: 
1) ®<А-— = для вевль значе 2 въ област: а, = == 5. 


2 Е шах по крайней мЪрф для одного эначешя 2 въ 
этой области, 

Противор "Це это вытекло изъ предположеня, что #>0. 
Остается, слЪковательно, заключить, что в=0, т, е. 


Р®9=А ц. и, т. д, 


Совершенно подобиымъ же образомъ докатемъ теорему и 
относительно низшей границы” 


Д. Замфчане. Еолн дания функщя /(2) ие воть фунв- 
ща непрерывная въ области аргумента: а == 2 ==, то ‘теорема 
можеть не имфть моста. Пояснимъ примфромь. Положимъ, 
функшя [(2) такова, что она для областей аргумента: 
—75#<0и0< я == г совпадаеть съ функшею (2) == Уз? — а, 
но при с -=0 ея значен!е ие совпадаеть съ э(”,=--^ и равно 
какому нибудь числу й, удовлетворяющему услов!ю: 0 = л<и 
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Функщя эта графически изображается: 1) окружноетью круга ра- 
д1уса г съ центромъ въ вачалф координатъ, ва исключешемъ 
точки этой окружности, абсцисса которой разва 0, и 2) точкою, 
координаты которой суть 0 и д. Яено, что число» есть высшая 
траница значеши вашей функци, но этой границы функшя 
не достигаеть по опредёленш функц; намменьхтев значене 
разомалризаемой функщи равно 0 и оно соотвфтотвуеть 2==у. 
Отсутолье наибольшато значен!я объясляется разрывом, пре- 
тери8ваемымь функщею /(2) при 2-=0, ибо 


би Ге т эк не == [ 0 =А< * 


9 


$ УГ, Обратимоствь функи1#, 


184. Фунншя, обратная данной. Положныъ, что функ- 
щя [(=) есть функщшя пепрерывкая въ области аргумента, 
а=и== $, причемъ /(а) неравно }(5), такъ что /(а) == Г (5). Выло 
докавано (180}, что всякое число С, удовиетворяющее условш: 

озер, 

представляеть значеве функши /(2), соотв®тетвующее одному 
или н%фоколькимъ значенямъ аргумента х, пежанимъ въ 
области аргумента. Дия того, чтобы всякому числу С отвчало 
только одно значен!е с аргумента, необходимо и достаточно, чтобы 
фузкщя }(} была возрастающею или убывающею, Положимъ, 
что это имфеть мФето, и вообразимъ такую функцию  (#), что- 
бы, для воякаго вначеня С’ ея аргумента вь области: 


соотв тотвующее значене этой функции равиялось бы числу в, 
т. в. равнялось бы тому амаченно аргумента функщи #(), 
при которомъ соотвфтютвующее значеве этой фуякщи равно 
этому значение С. , 

Фуняйя, такие образомь опфедюленная, называется функ- 
зрею, обратиою данной. 

Графическое предетавлее этой обратной функши будеть 
таково (чер. 18) Изобразивъ графически фуикд:и /(2) кривою АВ, 
возраотающуя (убываюния) орднваты которой заключены между 
крайнамн ординатами АА, и ВВ,, соотв тотвующими абецио- 


НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУЕКН:Й И ИХЪ ИЗОВРАЖЕНТЕ. 155 


самъ — 04, =а и ОВ, =5, н привявъ вс ордииаты за абоцнесы, 
& соотвфтотвуюцщя абециссы за ординаты, попучимъ кривую, 
которая и представить графическое изображене обратной 
функщи (=), причемъ области аргумевта этой функии и ея 
значенй соотвЪтотвенно будуть: 

= 44, === ВВ, — ОА, =) = + ОВ,. 
Ясно, что обратная функшя + (=) будеть возраствющею (убы- 
вающею) въ соотв®тотвЁн съ функщею /(). 

185.. Теорема. Фунящя х (2), обратная фуниии [(®), не- 
непрывной въ облити арзумении: а ф, есть фунюя нв- 
прерывная въ области ариумениии Г (а) == тс (6). 

Разсмотримъ функцию $ (2), обратную функши /(®), и по- 
ложимъ, для опредфленности, что функцйя /(®) есть функцщя 
возрастающая. По опредёленио, область ея аргумента и область 
ея значен суть: 


(1) (а) === 10), 45598) ==5. (2). 
Положимь, что число с воть произвольное Число въ области (1) 
аргумента, н возьмемъ такое положительное число я, при ко- 
тормь значешя ©(6) —@и +(6) Ра не выходять ивъ области 


(2), т.е. не выходять изъ облаоти аргумента функции [(@). бо- 
отвЪтотвующя значешя этой функош /(7) будуть: 


Н?®—«] и [+®Ф+а]. 
По условию возрастатя функщи / (2) получнмъ: 
фа <7 [+9] <Е [та], 
но, по опредфленцо фунетщн $ (2), ЕЁ @] = слвдовательно; 
1 @—«] << ++] откуда 


ее -5— в, Пою, © 


ТДВ М и № суть положительныя чиола, причемъь положимъ, 
что =. 
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Возьмемъ, дале, произвольное положительное чноло й, 
удовлетворяющее услов!о: Р-р, в покажемъ, что всякое чиело 2, 
Удовлетворяющее неравенствамь; 


сей Заче+ и, 


Удовлетворяеть неравенствамь: 


®Ф—а<: 


)<2@ то 


т. е. что < (=) веть фунишя непрерывная въ облавти (1} (156), 
И въ самомъ дВлЪ, по опредфленцо ‘чиола Л, имъемъ: 


ей челка ке- аще. 


Отсюда, принимая во внимаше равеногва (2), получаемъ: 
ера | <= < Ца] 


но, по опредфлешю, П #|-5 слАдовательно, 


Рея | < 99] <=] 
откуда 
оф бах <. 


такь кахь функшя [(®)ость фуякщя возрасхающая. Теорома 
доказана. 


$ 1Х, Обратных круговых фуниц{и. 


186. Аркоииусъ. Функщя В м есть возрастающая непре- 
рывная фувктя въ областн аргумента: 


— у <р-=- у, и 68 трарицы суть: —1-= В 1. 


Обратная фунищя есть, слЪдовательно, непрерывная возрастающая 
фулкщя въ области аргумента: 


2—2 
причемъ значовя этой функц заключены въ области; 


= 


—5=®=+5. 
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Функцйя эта называется арженнуеь и обозначается символомъ: 
агс Эт #. Она, звометрически, представляет зельленошую, по 
‚модулю, дузу, веинуеь которой равенъ арзументу г. 

Важно замфтить, что сложная функщя Сов (аго Эш я) 
предотавляеть положительное число для ноякаго значеня 
аргумента 2, лежащего въ области: —1=%=1. Она можеть быть 
представлена такъ: 


Соз (аго Эмо) == ИТ 


187. Арккосинусъ. Функщя С0$ 5 ссть убывающая непре- 
рывнан функщя въ области аргумента: 


О= = т, и ея границы суть: 1 2=> (08а 2—1. 


Обратная функщя есть, олфдовательно, непрерывная убывающая 
функыя въ области аргумента: 


причемъ значен!я этой фунющин заключены въ области 
п ==9( 1) ==0. 


Функщя эта называется ариносинуеь и обозначается символомъ: 
атс Созх. Она, зеометричееки, представляеть нациеныиую поло- 
эентельную вузу, косинус которой равен аргумении) а. 

Важно замЪтить, что сложная функшя Эй (аге Соз 2) 
есть положительное чиело для рефхъ звачен! аргумента м, 
при которыхъ она иметь емыслъ, т.е. для вофхь знамен! ар- 
гумента, лежащихь въ области:—1=7.-= 1. Функщя эте хозжеть 
быль предоставлена такъ: 


Эт (ате Сов = УТ— 


188. Арктангеноъ. Функшя шяу ух есть непрерывная 803- 
растающая функця въ области аргумента: 


= ы 
=, 
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ГД а @оть сколь угодно малое положительное чиоло, н ея 
границы суть: 


— А ааа А, 
тд® А есть сколь угодно большое число. 


‘Обратная функтя есть, олдовательно, непрерывная возрастающая 
фунвщя въ области аргумента: 


—4А=5=4А. 


Звачещя этой функщи заключены въ обдастн: 
= ы 
—:<'®< 5 


«Функц эта называется арктаменоь и обозначается символомъ: 
аге Фара 2. Она, гвометричесяи, представляеть наименышую, по 
„лодулю, дугу, тевнаенов которой равень арзументу #. 

Сложная функшя Вш (ато тв) ель положительное 
{озрицательное) число для положительныхь (отрицательныхь) 
зпаченй =. Она можеть быть выражена танъ: 


Эл (ато в18е) = 


Сложная функция Соз(аге Т1апва) есть положительное число 
для волкаго зпаченя т. Она можеть быть выражепа такъ: 


1 
Ичня” 


Сов (яз вт а) = 


189. Аринотантеноъ. Функщя Соле х есть непрерывная 
убывающая Ффункщя въ области аргумента: 


== Сов и ата, 


тТдЪ а воть еколь угодно малое положительное число, и вя 
границы суть; 


А боя. -— А; 
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тдь А сколь угодно большое число. Обратная функшя есть, 
сивдовательно, непрерывная убывающая функтия въ области ар- 
гумента: 

— АА. 


Значеня этой функц заключены въ области: 


я>@)>0. 
Функщя эта называется арикониименеь и обозначается такъ: 
ате Совле 2. Она, зеометричевни, предетавляеть наиленьную 
полоэюительную дузу, копангенеь которой фавень артументу =. 
Сложная функщя Эт(ате Со), ныЪющая омноль 
для воевозможныхь значенИ! аргумента, есть положительние 
число для всякаго значея аргумента. Оша можеть быть 
выражена такъ: 


Эл (ато Со #)= 


их 


Сложная фувкшя Со8 (аго Сос 2), имфющая омыоль для вое- 
вовможныхь значены аргумента, есть положитеньное чноло 
для положительныхь = и отрицательное — для отрицательныхт. 
Она можеть быть выражена такъ: 


Сов (атс Сов) = 

( 22) И 
Функщи Таля (яме 0082) и Сие (ато 18022), имвющя симель 
для воевозможныхь значеши и, суть чнода положительныя 
для положительныхь я н отрицательныя — дия отрицатедьныхь. 
ОнЪ могуть быть выражены такъ: 


фале (ато Сова) ==, Со: (аге шит. 
190. Замвчавн1е 1. Функшн: 
агс Эш, атс 0053, ато Чаля м, ато Сор 


могуть быть названы обратными круговыми фуннкмми, Он суть 
функции трансцендентныя. (147), 

191, Замвчан1е 2. Каждая изъ сложныхь функц: 
Вщ (ато. в. 2); 03 (аго (03), але (атс. але), Со (аго Со =) 


160 ГЛАВА ШЕСТАЯ. 


дая вефхь тЪхь значенш аргумента, при которыхъ она имфеть 
смысль, равна аргументу, Это вытекаетъ непосредетвенно изъ 
понят я объ обратной фувкщи (184, 185). 

192. Замвчаьйе 8. Сложная функщя {[(2)], въ козни 
функщональные знаки: {и $ суть соотвЪтственно знаки какнхъ 
нн есть тригонометрической и обратной круговой функцыь, 
воть Зункшя длиебраичевная, какъ это было только что показано, 

198. Сложен1е обратныхъь зруговыхъь функшй. 
1'. Разомотримъ сумму обратныхъ круговыхь функц: 


атс эле --аге я у, 


тдЪ, по опредвлевно, 


= 16 Яли-Е Е, — реа эту. 


Сумна эта удовлетворяеть одному изъ сиздующихь услов: 


х 


— яд атс вне р аЁб Зуя, (} 
эаго ва --аго мау + >, (6) 
ато эп ар ате эту = Вт. (©) 


Ивзъ тригонометрии извЪфетно, что 
зна [ато Эт ®-- ато эШ У] == и (ато эт и) Сов (ве а У) -- 
4+ Сов (вто вт 2) ша (аге вп у), или 


УЕ чу уг 


вп [аго эпох - во ви у] 


== вто [ам виа УТУ у ут, 


Соотв ственно иеравенетвамьъ (а), (5) н (6) равенство это даетъ: 


ато Брно ато Эй у я-а Эа (# К Ч-УтТ }, @) 

{40 ] лаз я - ато Заз у ее ао Ва (вИУГй рт, (6) 
[ве Зпор-р иго Вузе  я--ио Эа (ИГ {&) 
зЗанфтинь, что функция : 

Сов (ато во [ато эту) == ул. У {а) 
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° продотавляеть въ случаяхь (а) и (6) отрицательное число и въ 
случа (5) — положительное. 


2'. Раземотримъ сумму обратныхь круговыхь функ: 
а Совж-рахге Созу, 
тдЪ, по опредвленю, 
0 = аге Совет, 0 = атс Сову ая. 

Сумма эта удовлетворяеть одному изъ слёдующихь услов!И: 
0 ато бове-р яке Сову т, (8) 
дэ аго Соз2-- ато Сову чаи. ф. 

При помощи триговометин получимъ: 


Соз [ага Сов -- аге Созу] == му — ут. У 


==Соз [ато Сов(лу— Уй — 22) 1-2] 


Соотвфтетвенно неравенствамь (е} и ([} равенство это даетъ: 


| атс бов ато бовужеаго Сов (у — Ма 55 @-158), — |) 
{В): 


[вто Сов -- ато ©09] — зие без (уу а). {) 


Замфтимь. что функщя 


Эна (аге 005 -рахе Сову) = у 1—8 УР ®) 


предегавляеть въ олучаЪ (е) положительное чиело и въ случа» 
{) — отрицательное. . 
3°. Равенотви, подобныя раневотвамъ (А) и (8), могут 
быть получены и дяя остальныхь обралныхь круговых 
фунюии, ы 
45. Равенотва (А), (В) и подобнмя имъ выражають такъ 


называемую теорему сложеня обратныхъ кругозыхь функщй. 
УЧЕБНИКТ, АЛГЕБРЫ. п 
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$ Х. Фунющия, обратная показательной, или логариемическая, 


194, Логариэмическая фунищя. Лохазательная функция 
27, ГДЪ а положительное, отличное отъ 1, число, есть функцыг 
непрерывная въ области аргумента: 


— © 5е< с. 


Она есть фувкИЯ возрастающая, если @ >> 1, и ея граннды суть: 


о<а"< о. 


Она воть фупкщя убывающая, воли а 1, п ся гравнцы` суть; 


<>” > 0. 
Обратная функщя есть, олздовалельно, непрерывная фувкщя въ 
области аргумента: 

0х. 


Еалн а> 1, то функщя эта, въ еоотв%тстви съ показательною, 
зать функщя возрастающая, и область ея значен! такова: 


о<.тф<- о. 


Если а< 1, то функщя, въ соотвфтотвш оъ повазательною, ость 
‚`функщя убывающая, и область ея значен такова; 


+9>2®>-— = 


Функя эта называется логариеничесною съ основашемь а и 

обовнамаенся символомъ: Тов, #. 
я знанене, для даннато знаненая в арзумента, пребатавляенуь 10- 
зизаителя, при ноторомь степень основал равна атому значению с 
арзумента;, оно называется логариемомъ чела © при основами а и 
эзначаетея символом: 108, в. 

195, Существован!е логарнема положительнаго 
числа. По непрерывновти функши а? въ области аруриента: 
—00<4<0, принилюющей воевозможныя значейя отъ 0 80 ©, 
заклочавлиь, то всякое положительное чиело в унветь, при положи - 
тельнодь основаны, отличноль отъ`1, лозариолив, ибо существуеть 
такой показитель 6, при котогоме @ == (180). 
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Принимая во внимане, что 24° 1, заключаемь: 

19. При основаши, большемъ 1, логариемы чиселъ, боль- 
ттихъ (меньшихтъ} 1, положительные (отрицательные). 

2°. При освованм, меньшемь 1, логариемы чисель, боль- 
ошихъ (меньшихъ) 1, отрицательные (положительные), 

Изь предъидущихь опредвленши слвдуетъ, что коякое по- 
лозкительное число И можеть быть представлено въ видЪ: 


Тов, 7 
И=а . 


196. Существоване числа, соотвфтетвующаго данному логариену. 770 
зепрерысноети фунии Ё0д, 2 в% области арзумента; 035 < 95, 
принилилощей всевозложныя эначеная, заглючаемя, что существуеть 
такое число В, лозариемь которазо равень данному чиелу В, ибо 
‹существуеть такое положительное значен!е В аргумента, при 
хоторомъ 102, В= (180), 

197. Предфль логариема переифннаго числа. Предель лозариема 
оложительнаго числа, циеющеео тредъль, неравный нулю, равен 
‚лозаривму пребъла этою числа. , 

И вь самомъ ДЬЛЪ, такъ какъ функщя №06, а есть функщя 
непрерывная, то 


Пт Го, *, == 108, (во) == тов, (Ит ®) ] 


то аль" 


Положивъ эдЪоы 
п 


ое (1+1 (+, 


тлф ‘и безгранично возрастаетъ, а ол довательно = безграинчно 
убываеть, и принявъ во знимане, что (76) 


т (5) „26, 


похучимъ: 
‚ 


т ов, {Е + "| = 08, @ 


Результать этотъ будеть, необходныь впоол%дотв!и (223). 
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198. Сложаще логаривмовъ. Разомотримъ сумму 
эро, т, ор, а. +... Ни, я, [0 
ТДВ т, ть... т» суть каша угодно числа, положжительння или. 


отрицательныя, ращональныя или ирращональныя. 
Напишемь равенство: 


9 к-р Бове. о, Гони, ( | 
а 2 


м „ „, 
тобье"| Б9вомь, 
пе, Дек) 


Оно можеть быть преобразовано въ таковое (195); 


се Л 


1“ Ф 
Равенство это говорить, что сумма (1) можеть быть представ- 
лена въ вид»: 


т, Бо, зв, Бо я,--., Ра, 008, == Тов, «(= ="... 2"). 


в 


Равенство это выражаетъ основное свойство логариемическихь 
фувкий и предотавляеть такъ называемую теорему сложеня 
логариемовъ, 


Нанноавь это равенство въ обратиомъ порядвЪ: 


То, (= 2”. .. г" = Го, а, т, гов, а, +... Нм, 0, в, 


получимъ равенство, изъ коего вытекають свойства лотарие- 
мовъ, указанныя въ алгебрЪ, а именно: 


1° Воли т, =пи =... ==, то 


Го, (©, ®5 


в) = о, а, + №08, и. +... РТ, (1) 


о = =— = 
20, Ножи ук ==1, м, 1, т, 


з 
То, я 


=, 2, — Ков, г. (2) 
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30, Воли нь ==... =, = 0, ТО 
Бове = 6, 2. {8) 
. 1 
40. Вели ив = о М... Ир 0. то 
й 
= в 
Уве. (а 


199. Сл дотвье. Ясли полоасительныя перемънныя Пи Г 
илиьють пребтьлы, то 


Шт [2”) = [во и ы 
И въ самомъ дЪдЪ, имЪемь послЪдовательно; 


ое й 


в У ров, 


Отсюда 


адие У ив. [ов] аи". пов, ний”) Тоба СЖ Ы 


Иша (17) 


или, наколець (195), 


. и. Ша Г 
Пт (и = (о 2) . чит д. 

Сдьлавъ въ этомъ равенотвЪ Р-р, ГДЪ р поетоян- 
ное число, получимъ: 


вл (=) = [но р 


т. в предъжь степени переленнао положительиио чиела, иитою- 
зцазо предтьль, равемь степени, съ тель же. показателель, предъла 
314020 чиела. 

Въ. частносхи, положивъ в-т, гдЪ 4 есть число натуральное, 
найдемъ: 


вы ИЯ (и) = (шо 0) = Ущес, 
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1. е. яредьль корня перезивинито числа равен корио, въ пиьме ЖЕ 
оназателель, предвла эта чнели. 

200. Непрерывность фуннци 5”. На основан! доказаннаго о 
предфль степени можшо показать, что фульщя 2” веть функця 
непрерывная при положительнамь ж, ибо 


Нм [=], _ 


910 и доказывасть пепрерывиость фуняци 2”. 

201. Различный логариеничееня фуннии, огариомическя функ- 
зи, овносянияся къ различаымь оспозашямь а и В, иуЪють, 
при одномъ и томъ же значени аргумента, различных зна- 
че. 

Равемотримъ двЪ логариемичесыя функции: 


Тод, # и ов, 27 


Нывли (195): аРова 2 уГвь # отоюда, 


й 


в, к ") это (9% * и това *) Вы ы › 


или, принявь во внимаше, что 108, а=1 и 18, 6-1, 


Тор, 2 == 108, ®. №08, В , ви он, а. Гав, а, 
Шона т 1 
те Е = 108, = Гаде" (п 


Равенство это говоритъ, что отнощен двужь лозарценическиемь 
функций, при одном и томь же аночени ирзументи, веть поетоян- 
ное число. 


То же равенство показываеть, что 
Тов, а. Тов, =. (2) 
202. Разлячныя системы догариемовъ. Ошетелмою логариемовъ 


навываетоя совокупность лотгариемовъ вовхь положительныхь 
чмоель, относящихся къ одному и тому же основанию. Равен- 
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ство (1) даеть простой переходъ оть погариемовъ одной системы 
къ логариемамъ тфхъ лее чиселъ другой системы, ибо оно даетъ: 


Тов в = 08, и. Е.В. Тов, == 


и показываеть, что для для зережоде озиь лозаривлювь одной ви 
стелы, напр. при овноваи а, къ лозариомаль другой системы: 
чазр. при основаны 0, доспитпочне умножеть первые на поетоян- 


наго множителя и . 
Св 0 


203. Натуральная оистема логафиемовъ. Натураль 
мою снетемою лозариолозь навывается система логарнемовъ, 
оснозащемъ которой служить число 


: 
* я 


пит (Е ш (1+ «)" „ГА а= 1. 


а=0 


Логарнемическая функшн, относящаяся къ этому оено- 
ванно, называется натуральною лозариеническою функцёею. Ее бу. 
демъ означать символомъ; 10° #. 

Разъяснимъ, почему логариемы при основави е назы- 
ваются натуральными, 


Назовемъ: Той =В , откуда = 


Предотавивь положительное чноло = въ вид; 1-Ра, гд% а есть 
число или положительное, ипи отрицательное, но съ модулемъ, 
меньшимъ 1, получнмъ: 

+ 


ай = 1 -ра, откуда, == (1+8 . 


Число & можеть быть предетавлено въ видЪ. 


Равенство это даеть: 


= а 


108 (1 +9)° 
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Ноли В стремится къ нулю по какому пи есть закону, то стре- 
митоя къ нулю и а. Спрышивается, къ какому предфлу отре- 


мится отионтене № ОтвЪть на этоть вопросъ получается изъ 


предъидущего равенетва, которое даетъ (197): 


108 а; 


олфдоватольно, 


В 
ь. 4 Й 

авенство это говорить, что предфль отвошевшя =. ра 
венъ числу 1, раздыленкому на натуральный логариэмъ оено- 
зая\я а. Слфдовалельно, можно сказать, что одно основае 
погариемовъ отличается отъ другаго этимъ предзломъ. Если 
основан а равно в, то 


п 8 
Ша 


И тахь, основанёе е обладаеть евойстволь, по которому, для 
. р 8 

211020 основания предьль отнощеня являвтея ровен числольь, 
а ъиенно равнымь 1. Въ этомъ и заключается причина, по 
которой сиотема логариемовъ, при основан е, иазывается на- 
туральною. 

204. Модуль системы погариемовт. Видли (202), 
«РРО 


тов, „та=Т0В, са, - 


Положивъ вдфоь 6 ==е, получим: 


108,108 2-5 == 108 #. вт (2. 


тт 
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а 
Равенотво это говорить, что шв ( веть ттоть множитель, 


остоянный для даннаго основашя и и равный на который 


и’ 
болаено умножать натуральные лозаривиы чисель для получейя 
огариемове зтоль же чиеель при основаны, @. 

Онъ называется модулемь логариомовъ системы, основане 
коей есть а. 

Ниже будутъ показаны способы вытисленя натурельныхь 
погаривмовъ. Имя эти логаривмы, мы можемъ получить, при- 
помощи модуля, логаризмы какой ни есть системы. 

На правтикф употребляются обыкновенные логариемы, т. е, 
логариемы нрн ословаи 10. Для этой снстемы модуль озна- 
чаетоя буквою М, и ояъ равеяъ; 


1__ . 
— ро = 04842944810... 


в 
205. Предвль выражендя = при №==0. Навовемъ 
а*—1=%4, ГДЪ « стремится къ нулю выЗетЬ съ Л. Равенство 
это даетъ: 
р 18+), 


@А = 1, Л юва = (1+2), ка 


На основати сего имфомт;: 


#—1 © 1678 10 @ 


О 
^ 10% (1+2) 108 (1Рай 


Переходя къ предзлу, получимъ (197): 


Результалть этотъ будеть необходимъ впослЪдетв!и (222), 
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Производныя и дифференщалы фунинЕЙ. 
$ 1. Понят1я о производной и дифференд! лиф, 


206, Производная функнйя. Разсмотримъь н®которую 
функцю #(2), ивпрерывную зЪ облясти аргумента: 


аи ь, 
и возьмемь нЪкоторое значение с внутри этой области: 
азекь. 
Возьмемтъ перемфнное число #, удовиетворяющее условно: 
аЗе+А<ь, 


ИЛИ, 910 10 же, ас й< 6—6. Эта чиело й иметь, олВдова- 
тельно, какъ положительный, такъ И отрицательныя значеня. Ясно, 
чо функщая /(е-- 1) будет непрерывная фузкийя 1, ибо пере- 
мвнное е--# не выходить изъ области аргумента =. Перемн- 
ое № воть приращене (158) значевя с аргумента &. 


Разиость: 
её —г® 


представить соотвЪтетвующее приращене фуннщи, 
Разсмотримъ отношене: 


о. @ 
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Пели приращегие 4 безнонечно мало, то приращеше /(е-- 1) —/ (<) 
также безконечно мало, ибо значешя е--й и с аргументь # ме 
выходять изъ области непрерывноети функши {(7). 
"Положим, что отвотеше (| иметь, при этнхь уело- 
вяхъ, предфль, не зависящИ! отъ того закона, по которому 
перемнное й стремится къ вулю, и, елъдовательно, не вави- 
сящЙ, между протимтъ, оть знака прирашешия 4. Вообразимъ 
теперь, что, дня визкдаго зпаченя аргумелта ® изъ области: 


в<«2<ь 
составлены эти предфлы, 

Функшя, имфюдая свонми аначенями, для соотвЪтству- 
ющих аначенй аргумента 2, эти предёлы, называется про- 
изводною фуннщею, или, просто, производное данной  фунищи 
Р(2) и означаетея символомъ: {’(2). Ня зпачеше для уе 
оаначается такт: 7 (6). 

Иткъ, слъдовательно, если производная (2) для даниаго 
значеная проумента сущевтвуетуь, зо ся опребьдене вырансветея 
равенствоиъ: 


Геи а 


Ры=йт [ 


Та 0, 


Функщя /(&) налываетея, по отношение къ своей производ- 
ной, первообразною функщею, 

Иногда означають: фувкию /(®) одною буквою, напр. 
у, такъ что у-=/(®); ея производную, соотвЪтотвенно, буквою 
№, ТАКЪ 910 у--[’ (2); приращеве аргумента самвопомъ 
4% и соотвётетвенное  приращене фуньшн  символомъ 
Ау. При этихъ обовначеняхь будемъ, по опредЪлея, имть: 


шт (№ 
= т (д. 
ТА ео, АО 


207. Замфчане 1. Установленное вытие понят!е о про- 
изводной требуеть, чтобы приращен!е № могло быть и поло- 
жительнымть, и отрицательным, если зночене с удовлетво- 
ряеть условм; а<е<ф т. в. лежить внутри. области аргу- 
мента, 
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оли же с совпадаеть съ одною изъ границь этой обля- 
ти, 7, 6. если в==вили =, то, при в==а, й>0, и, при =, 
А<0, и опредЪлевя значенН: Ё (а) и (0) выражаются та- 
Кими равенотвами: 


Гат 


[ео р-л® 
й 


При ко, п 


Рот [ого 


Тв во, В о 


Замфтимь, что проиаводныя (а) и Г(6} называются ео- 
отвЪФтетвенно пронаводиние въ сторону возрастаня и убывая 
аргумента. 


208. Замфчавые 2. Воли одно изъ отношенй 


Да №) — Кд 
й 


безгранично возрастасть при безграничномъ убываши #, при- 
чемъ модуль разности Г(#+-1)-—Г(2) безгранично убываетъ, то 
говорятт, чо производная /’(2)) существуетъ и равна --20 или —с°. 

209, Зам чаве 3. Необходимымъ услофемъ существо- 
ван!я производной является непрерывность первообразной. 
Долгов время полагали, что это необходимое уелове есть 
ВМЪотВ оъ ТЬМЪ и достаточное; но въ настоящее время при- 
зедены многочисленные примфры непрерывныхь функц, 
хоторыя не имВють проязводныхь при иЪкоторыхь Частвыхъ 
знатешяхъ аргумента. Ниже будеть дано нЪъоколько при- 
мфровъ, 

Составлены даже ташя пепрерывныя функщи, которыя 
не имфють производныхъ ни при какомъ значени аргумента; 
функцит эти не имфють, однако, ни теоретическаго, ни пран- 
тическаго значеня, и мы ими заниматься ве будемъ, 

210. Примвры, Ниже будуть даны выражешя производ- 
выхъ различныхь функц и предложевы правила, при помощи 
коихъ облегчается нахождене отихъ производныхъ. Но и 
теперь, для лучшаго уясненйя понятя о производной, нё из- 
лишне дать нЪеколько примфровъ, 
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19, Положимъ, что /(2) =а + 5. По опредЪфлению производ- 
ной имЪемь; 


Ре = ии И Я — (ав 


А ` }| =, 


Чт ли 
т, в. производная линейной фупкщи ав 
числу а. 


$ равна постоянному 
2°. Вовьмемь /() = а”. Имземъ: 


($) =йт [2 + 


= бт 
Ивныа С 
3°. Рааемотримъ ии =. Имвемъ; 


ж-Е й 


Талита 


и 1 
, в ; —1 
Р@) =Ит = ] вт [ ,] 
т 
` ит в:=0 #е+ь Ни йо, 
Замётимъ, что наша функц! я, при х=9, раврывиа и, ол®до- 
вательно. прн этомъ = не иметь пронзводной. 


з 
> 

4°. Размотримъ {(4) == . Функщя эта веть фувкщя ве- 

прерывная для вспез значений аргумента, Найдемъ ея произ- 

зодную при 2—0. По опредфленио имфемъ 


(0) = т | 


Ань во 
—1 
Но То 


;— стремится къ —с, воли л< 0, н стремится кЪ со, 
У 


веди #>0. Отсюда. слздуеть, ч1о приззодвой при 2=0 не 
сущеотвуетъ. 


5°, Равомотримъ функщю Ге) >. Она ость функшя 


непрерывкая при #=0, Найдемь ея проневодную при 2=0. 
По ‘опредъленцо имемъ: 


‚ом Вы: -—- Обь у 
Ро) = т [ В Е. ы 


и. [о г 
л 


Ны ви 


Чи ель 
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р 
Но очевидно, что Би, пря отремленй А къ вулю, ни къ 
какому прелзлу не отремнтея; олЪдоватеньно, наша функц, 
при #==0, не имфегъ производной, 
6". Разомотримь, наконедт, непрерывную фувкщю Г(+), 
опредфленную такимъ обравомт: 


Ре) =— #5, для 


и Вы = 2243, дая 


Оля, очевидно, представляеть непрерывную фулхкц!о въ области: 


Графически Ффункщя эта изобравится ломанною линею, состо- 
ящею изъ двухь прямыхжь, точка пересфченя конхъ иметь 
абодиосою число 1. 

Производная данной функщши будеть такова (210,15); 


Гф=б—ь дия области; 1153; 
7@= © для области: озу 


слдовательно, производивя имфеть вполнЪ опредфленную 
величину для всякато значешя аргумеята х въ области: 
9452,4 исключенемъ эначеня 2==1, при каковомъ про. 
изводная иметь два значения Й (1) =—1 и [(1) ==2, завися- 
пуя оть того закона, по которому й отремитея къ нулю, & 
именно: первое значеше соотвзтствуеть случаю > 0, второе 
случаю #<0, ибо для 1=2==2 звачен!е аргумента, равное 
1, можеть получить толька положительныя приращения (#20); 
для области же 0 <= 110 же ввачеме можеть получать 
только отрицательныя приращеня (%< 0}. 

Замфтимь, что если бы равсматривать только область 
== (или только область; 0151), то производная, 
при =-= 1, существовала бы и равнялась—! (или 2), предотавляя. 
производную вЪ сторону вовраотаня (убывашя) аргумента. 

211. Дифференщалы аргумента и фуивщи. Диф- 
фаренщаломь аргумента, область которато есть азя==Ь, вазы- 
вается произвольное чисшо, заключеняое между &--2 и 8—2. 
Онъ означаетья символомъ: их, 
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Дифференщаломь функщи хазывается произведеме вя проиаво- 
Эной надифферениаль прзумента. Означивт, его символомт, @[ (2), 
или @у, получимъ, но опредфленю, 


ар) 


Раз, или Чу уг. 
Огсюда получается новое обозначен!е производной: 


И: 
Рощи ии Уд, 


Во многихь изслВдовашяхъь дифференщалъ разсматривается, 
какь безвконечно малое число, 
Дифференцировать функцию значить найти ея дифференщалъ. 

212, Приращенйе функдёи въ случа существова- 
вая производиой. Если /(2:) для иъкоторой области аргумен- 
та иметь производную, то 


ео А 


ТДЪ а безконемно мало, если безконечно мало №. Отсюда: 


его --ы, 


или 
Геи — ааа. [Е] 


068 опагаемыхъ правой части этого равенства безконеч- 
но малы, если лд—й безконечяно мало; во разенца между 
ними, въ разсужден!и ихъ безконечлой малости, заключается 
въ томъ, что отношен!е перваго слагаемаго къ В, равное [(@), 
конечное, между тВыъ какъ отношене втораго слагаемаго къ 
Л, равное о, безконечно мало высот оъ Л, На основан сего 
говорять, что первое слагаемое, представляющее дифферен- 
цалъ фунвщи, есть безнонечно` малое перваео порядка, а второе 
слагаемое беакомечно налое выешаго порядка. 

Равеиство (2) можеть быть выражено теперь такимъ обрё- 
зомъ: 
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Безконенно мелов приращене функшн состоит изъ двуль 
влазавльшь, изъ коназ первое ееть Энфферекцааль фунжцеи, пред- 
ставляющёй безконечно малое перваги порядка, в втаров есть 
безконеино алое вывшезо порядка. | 

На основани сего дифференщаль функши незызають, 
злавнымь нленомь ея безконечно малаго приращешя 


$ Ш. Правила дяфференцирован1 я. 
213, Производная (дифференщаль) суммы. Пронзвод- 
ная (дифференлиаль) сулмы функций равняется сулуть производ- 


ныть (дифференцииловь) этиш фуннуй. Пусть 


уе, ы В 


причем и, в, ®,,... суть фувкцйи 2, имвюнун производныя: 
42 Чи 
д” 4 


.. Дадимъ г приращене Аш, тогда 

у Ау = (и Ав) -- (© 40) + (е-А., 5 
и, одфдовательно, 

Ау=Аи-- 6-м... 5 & ПОТОМУ 


думы 
ет 


А» ТА, 


Но 
А 


те ов т 


Аи 
Ит „= фт тар ИИ Др Нар оч 


при Иж (42) = 0; а потому (71°; 


ду о 
ив тт... 1) 


И такъ, производная сумы равна суллив пронаводньыеь, Переходя 
отъ производныхь къ дифференщаламь черезту умножеше возхъ 
производныхь на 4, получимъ: 


Яу= ан Фе .., (Гу 


т. е. бифферемиаль сулиы равен суммт дифференциалов, 
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214. Зам чанде. Постоянное число можно разоматривать, 
какъ функщю, не измфняющую своего значешя при измВнени 
значешя аргумента. Для такой функщи имфемъ: 


Га = Иа 44), 
и, слВдовательно, 


Гены а 
Ае 


0, 
откуда Ра =0, Я(®) =0, 


т. в. производная в диффервииоль постоянна числа равны 0. 


215. СлВдетвйе, Если разность двухь функийв веть посто- 
янНое число, то производныя (дифбферениаль) ить равны. Пусть 


У=и4 0, тд С постоянвое; тогда, 


о и бу = 4%. 


216. Производная (дифференщаль) проивведевя, 
1°. Производная и Эифференщель произведеная дву функц: и но 


@ ак ‚ 
воотатитетвенно равны: ит, --® д, И и. ды, т, 6. 


4) 4 
д РИ, 


Я (и) = иду р аа. (п 
Пусть у— т, 


причемъ чи о суть фувкши, вмЪопЦя пронзводныя. Дадимъ 
г ориралцене Ах, тогда 


уу А) © 9, 


и, олъдовательно, 


"Ду иАо од Аи. 4%, а потому: 
мо Аи 48 5 
вы М-да ды ее бе 6 


УЧИВИНЕЪ АЛГЕБРЫ, . 22 


178 ТМАВА ` СЕДЬМАЯ. 


Ау 4. и 40 4 1. 4% _ @ы , 
Но т а тре, о д ВСЛИ Ш Аа 
слёдовательво, 


Ну _ в) _ 4» Фи 
ие. 9-4 (и) = иде р оби., ч. и. т, д. 


Нели ни и, ны о неравны нулю, то посизднее равенство можетъ 
быть написано въ видЪ: 

4) (ть 
Положивтъ, въ формулахъ (1), о =0, гдЪ С есть постоянное число, 
в принявъ во вииман!е, что 40 =0, получим: 


4 (би) 
5 


ан -, 
=Св, 4 (Си) = Од, 


т. в. пронаеодныя (дифференциалы) буть функ, отличающиеся 
повтояннымь сомнозеителель, отллиииотея ру отв друга 
эолько этуилиь сомнокителемь. 


.28. Пусть ужмиш .. ., ГДВ в, и №, ... суть фупкщы #, 
причемъ ни одна из низь ‘неравна нулю. Получим: 
, 
ди 
или 
ра 
ву _ а (и. а 


Е ме, .. 
Умноживъ обЪ части этого равенства, на иио.. „ найдемъ: 
Яу= (ов...) = (00...) ФН (ии...) в Нии.. ) 0 -р..., 


ду _@(щш Чи ` @ о (у) 
г а } Н.Н рН... 


Формулы эти, представляя обобщенныя формулы (1), имють 
мфото и въ томъ случа, если какая ни есть изъ фуакцй, 
напр, и, равна иулю, ибо 06% части ‘каждого нзь равенствъ 


4 
обратятся въ нули, такь какъ 40 и Е равны 0. 
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Формулы эти говорят: зроизводная (дифференцатль) произведения 
фуннй равна (равенъ) вумлиь оесвозмоеныхь произведений, которыя 
получена, залиьняя въ данноль произведении каждую чаз функиа 
довтеттотвующею производною (дифференцеалом), 

217. Слёдотв!е. Замвтимъ слфдетнь!е формуль (ТУ), & именяо: 


2 2 чан, Чи 4 @ 
(ие) ие а ++), 


или в) м Пи “роди -- диао), (а) 
ГД» риа суть числа натуральныя. 

218. Производная (дифференщяль) натуральной сте- 
пени. Положивъ въ форму (2) 2=1 и принявъ во внимане, 
что 41 =0, получимъ: 


— д (и 4 
а) == р "ди, Е т 2 ры 2. (5) 
Въ частности, когда ие, 
— & (+ .. 
4 а’) ра” т, д и (5) 


тд р есть число натуральное. Формулы (5) и (6) будутъ обобщены 
зпослВдетвыи для всякаго р. . 
ЗамЪтимть, н замфчане 910 очень. ванное что формы 


дифференщаловь: 4 (м?) и 4 (1°) совершено одинаковы, будеть 
ли и функщЯя или аргументь, и одна переходить въ другую 
замфною и черевъ м и обратно; между тФмъ кахъ формы 
производныхь различны, и вторая изъ формузль (<) не’переходить 
во вторую изъ формуль (6) замфною = через *. Объ этомъ 
будеть рчь ещё ниже, и будеть выяснена причина этого 
различ. 

219. Производная (днфференщеле) дфлой зункцщи. 
Предъидущия правила позволять составить производную (диф- 
фереящить) дфлой фувки, И въ самомъ даль, есля 


у Ка) == ар? ау о: аре-а, 


1 (28) 
12* 
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4) =а (+=) а (=) +-а (бо +...48 (-„*) а („, 2) 
или (216/19) 
Е о С о ое 
или (218), заковецъ, 
Ле) = |. а (.-:) 1 2*—* (> аа аа а] 4, 


Тадово выражена бифферениала целой функии. Для промз- 
водной получимъ: 


Ч на 14 («—) 2, 7 +. .+м 


Напримфръ, 


зав: от 42. 
а = = ве +7} (== 8 я .в) С. 
220. Производная (диффереищаль} частнаго, Пусть 


=, гдф о не равно вулк, Давъ аргументу * приращене Ал, 


получим; 
вв 
УНАу = Зи & потому 
Аи № 
ду А — м и Им 
о 45), ди ое А) ^ 


Если 4е стремится къ вулю, то 


ит М я, Ни Ее от о, Ит А —=0, 
и; олёдовательио (71,211), 
и? и Е: 
№ бу — (1, 


т. е. иромаводная (бифферениеаль) частназо равняется разновти 
‚между зурбизведенель знаменателя на вроивводную (биффервнийал) 
числителя и пронзведенемь чисдителя на производную (Эфферен- 
зпалъ) знаменателя, разделенной на квадрать знаменателя. 
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21. Сладотве. Положивъ въ послёдней формул и=1 
и принявъ во внимаше, что 41 ==0, получим; 


1 й 

4-я. — @ 
Замётимъ эту формулу. 
Имвли выше (217): 


Га “я ты {роди -- и). 


Замфнивъ здЪсь о черезъ т я принявъ во внииане фор- 
мулу (а), получимъ: 
(#)- (в и — с 4% 
АК 


или 
-- 


г ф 
а (*) = р (роди — аи), (&) 


Формула эта также предетавляетъ интересъ. 

222. Пронзводная стецени съ похавзателемъ цф- 
лымь, отрицательным. Положивъ въ формуль (6 в=ь 
найдем; 


а (79 = д, 


Зам нивЪ здфоь 45л0в отрицательное чисто (—4) буквою 
р и букву © буквою , получимъь формулы: 


Я | Ям, @(2) = рат т, 


предетавляющёя обабщеня формулъь (6) и (6) (218) для цзлаго 
®трицательнаго показателя р. 


Напр, @ “ = м, 4 ’ = — 49° 42. 
Замфтимъ, что, при 2>=0, функщя 2Р, при отрицательномъ 


4, теряеть свойство непрерызиости  н,. слфдовательно, ив 
иметь производной (231), 
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$5 т, Производная и дафференщаль сложной функши. Произ- 
водная обратной фунющи. 


223. Производная сложной фунец!и. Теорема. Вели г 
есть сложная функцйя арзумента ‹, опредъленная равенствали: 


2=В,  у=), —закь чо 2 = РА 


вели зроизводныя == т к Чу сутествують Эля данныеь соотеют- 


ственныц в значений перелюнныеь х, У, 2, причель: 1) я не рав- 


4 
няется безконечновти для этижь значе и 12) У?) не=о2, если 


=—0, то эта сложная фунишя иметь, бля даннало значенёя 


прзумента 2, тронэводную, опрейвляемую равенетвомь: 
й Ё 
==) . 72. ("Ш 


Пусть я, у и 2 сооувфтетвующия значешя перемнных», 


@ 
Соотв№тотвующия значеня лан Г. иж обще 


двляются, какъ предёлы отнотени: 29 ии ыы при условё, что 


приращене Аг приближается къ  педфлу нуль, & = остается 
безъ измвнешя, Приращешя Ау и Аг апредёлаяются изъ ра- 
венствъ; 


угона Г, МЕРУ). 


Такъ кахь 2 остается безъ иаыфнеша, то остаются безъ изы- 
неня чиола у и =, числа же Ау и 4» приближаются къ пре- 
ДЪлу нуль вмЪотЪ съ Аг. 

Положимъ, ч1о, съ приближещемъ Ау къ предфлу нуль, 
отношен{е 


48 _ Ру Ау) №) 
Ау у 


приближается къ предфлу, представляющему, по опредзлению, 


производную 2”), т. е, й, 


ПРОИЗВОДНЫЯ И ДИФФЕРЕРЩАЛЫ ФУБКДИ. 183 


Отношен{е это можеть быть написано такт, 


ры) а воть безконечно малое число, 
Равенство это даетъ: 


да, . А . откуда 


Положим, что, при стремлени А къ нулю, предълъ отнотенйя 


А . 
Е существуеть и ке равень безконечности, т. е. что функщя 
у==[(2), для разоматриваемыхъ значеши х и у, иметь произ- 
водную га=й, неравную безкоиечности, 


Предъидущее равенство даетъ: 


а м 1 А 
а И В (9) т, 
Е 4 

Е в). Г, 


что и требовалось доказаль. 
224. Дифференщаль сложной функции, Равенство 
(УП) даеть: 
42— Е\у).Ё'(®).ах, 


но [ваз = Чи ол»довалельно, 
42 = Ру}. ау. (УШ). 


Ревультать этоть замфчательный. Онъ говорить, что днуфферен- 
заль фунини Р(у) имтать обну и ту ке форму, пребставляеть 
ли у независимое терелиьниое, или опребъляется, какъ функцая 
другазо перодиеннаго числа. 
06ъ этомъ оботоятельств® было говорено и выше (218). 

225. Производная обратной фуикцуя. Положимтъ, что 
функщя === (2), непрерывная въ области: «8-58, дону- 
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скаетъ обращене (184,135), я пусть функщя, обратвая ей, есть 
у==Г(=). 

Разсвотримъ теперь сложную функцио аргумента т, опре- 
дъленную равенотвами: 


"= 7 (у), у—[ (а), 
т. в. функцию 
и-= И (9). 


Изъь понямя объ обратныхь функшяхь слфдуеть, что, для 
каждаго значешя аргумента въ области; 


Рае РО), 


значене этой сложной функц равно ооотвЪтотвующему зна- 
чено аргумента. И такъ, 


ана. 

Припимая во внимане, что проневодная 2 равна 1, заключаемъ, 
что и производная сложной функция тажже равна 1 для возхь 
значен\ аргумента въ указанной области (215). Съ другой ото- 


роны, показали (223), что производная этой сложной ‘фудкща 
разна проязведеню: 


РУ) Ге) 
если 1) #'(2) не =сои2) Ру) не равиа безконечности, если /'(2) 0; 


олдовалельно, 


Роге  окь Фару 


причемъ у--/{=). Равенство говорнть, что производная обуот- 
ной функции равна 1, разделенной на производную функщи пря- 
мой, прзуменаиь которой равен этой обратной. функ, 


ПРОИЗВОДНЫЯ И ДИФФЕРЕНЦГАЛЫ ФУНКЦ. 185. 


$ Т\/. Производныя и хифференщалы ифкоторыкь фунвщй. 


226, Показательная функция. 1% Разсмотримъ покава- 
тельную функцию у==а”, непрерывиую для всякаго значеня 
аргумента. По опредленио производной имфемт: _ 


= 


4 
й 


? . и) [1 
Ум вт ( по" б® } 


Но (205) 


сл»довательно, 

= (а а" 08 и, ау=4 (47) == а 1овайт, (Х) 
т. в. производная показательной фунийи равна ваной фунициь 
умноженной на натуральный ломариеме вя основиния. 
Если основане функщи равно е, т.е. у==е”, то 108 а==108 е= 
и, ел довательно, 


Пе" == 9, ду —а(6^) = таг, [2-40 


Видимъ, что показательиая фувкщя иметь производную пре 
всякомъ зиаченн аргумента, , 

20. Нели показатель функщи есть, въ свою очередь, 
функция оть а, т. е. показательная функщ(я есть сложная фуякщя: 
у==е", гдЪ и—1 (4), то предъидуция формулы замфняются та- 
ковымн (223,224), 


. буи. и 4 —#. ди, 
Наприм®ръ, ( “") —#”. (=) ое. 


227. Лотариомическая фунюция. 1°, Разсмотримт лога- 
ризмическую функцию у=Тюз, г. Функцщя эта непрерывна для 
вофхь положительныхь значен! аргумента: 0% «оо, 

Выводъ 1. Функшя эта воть функц я, обратная показатень- 
ной а”, а потому пронзводная ея можеть получиться тавъ (225): 


Е 1 
0’ «тов в 


У’ == (Сов, 2), гдВ у= 0, . 
5, 6 
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Ко 


а — ‚ —_ 
9’ =(Ъ08, =) ой 

Если основав!е функщи есть е, т. в. у= юё 2, то прелъ- 
идунИя формулы замфияются таковыми: 


Нов ау 2, Яра) = Е < 


т. е. производная натураланаео ломриома равна единице, раздт- 
ленной на арзументь. 
Производная эта представляеть весьма простую ращональную 
функцию ь Если логариомическая функшя есть функцёя елож- 
ная, т, в. у-= 08 м, ГДЪ и=1(+), то (223) 
{| № _к ° 4% 

008 =у.щ=ь, #108 и) = 5х, 
т. е. бифференийаль натуральнаю лоарцела фунищи равен диф- 
ферениалу функц и, раздвленному на функ. 

Отношен!е ы называется лозармеличесеною производною. 

да _ зааа 
Е 


“ав = 


Наприм®ръ, о» |= 


Выводъ И, Найдемъ производную логариемической функши 
непосредственно, не разоматривая ее, какъ обратную. 
По опредъленйо имЗемъ: 


Со и [6 


0 
Полагая, для удоботва, а, получим: 


1 


(ров, «нь 8) 


в=0 


Но видфли (197), что 


т Е =йт (=, [ее =] ‚= Тора е = 


Г 
[= р ПЕ 
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а потому 


что получили и выше, 

228. Нроизводная фунеши Ш. Раземотримъ функипь 
у=и, гдВ и н о суть функщи =, причем и имфезь только 
положительныя значеня. Фупкщя эта, будучи представлена вт» 
ЗиД: 


» Лоры 
не’ Е", 


= 


т. в. въ видЪ сложной показательной функщи, даетъ (226,25): 
9 (и) ==" доюри = и ао и 


но функщя 9105 можоть’ быть разоматриваема, кавъ про- 
изведеше функц: е и 105%, а потому (216): 


@ (и 06 и) = тв ибо. Е . 
и, сл»довательно, 
8 (м) = о дичи 10р и. 


Формулу этуи имфли въ виду получить. Нереходя къ производ- 
нымь, найдемь: 


а 


би’уении”-й, @% 4 юри. р | (хи) 


Должно помнить только, что и есть число положительное. 

229. Производиая функщи х’ при положительном 
аргумент, Приложимъ предъидущй ревультать къ функци 
у==аР, въ которой аргумент г приннмаеть только полонительныя. 
вначеня, т. в. удовлетворнеть условуо: 2 > 0, причемь у воть 
пронавольиое постоянное. число, раональное или ирращональ- 
ное, положительное или отрицательное. 


Положивъ въ предъидущихь форми 


и-=а, и—=р, причем = ар=0 и “- р Р =0, 
получимъ: 
У — = 
ах, (ый. 
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Формулы эти ныфли выше (218,222) для цблаго показателя р: 
здфсь же получили ихь для воянаго показателя при ограни- 


чительномь услов{и: 2>0. 

230. ЗамВ чаня о степени хР при отринательномъ 
эргумент%. Объограничительномь условие должно сдылать 
иЪсколько замфчан. Дия того, чтобы функщя =? имфла ве- 
щественныя значеня при вешественномт значеши аргумелта» 
условв 220 неиабыжво при иррапюнальномъ показатель 
? (55) и при такомъ ращюнальномь р == ы, гдВ ж им суть 
ЦФлыя взаимно провтыя числа, причемъ число я четное, 
При остальных значешахь у услове: 22>0 не необходимо 
дпя вещественности функши 27. А между тЪмь выводъ фор- 
мулъ (ХУ), который быль сейчасъь предложенъ, требуеть, чтобы 
э>0 и для этихъь значеюй р. Спрашивается, нельзя ли 
распространять формулы (ХУ), при указанныхь значешяхь р, и 
на тоть случай, когда 2 < 0? 

И такъ, слёдовательно, разомогримъ функщк: у ==77, при 2<0, 
ыы тдв ® нечетное чиело, 


и полонимъ, что р= 
Вмфотв съ этою фунвшею раземотримь функщю: 


2=(— 2), гдЪ (-—-)>0, причем: 
#— у если т  четиое, и тогда 4г== ‘ау, 


— 9, если эп нечерное, и тогда 4г=— 4у. 


Но, такъ какъ (—2)>0, имфемъ право писать: 


эф 2 
42=р(—8) 9—2) =—в(-@ 4% 
: 1 Е 
отсюда, принимая вовнимаше, что, пря и четномъ, (—- 2 а" 
эра 
и, при т нечетномь, (—#) = 2’ ‚ попучаемъ: 
42 = ра’ Че, при т четномь, и = — ра? ‘Ча, при т нечетноль, 
а потому, в» обришь елучаять, 
дура” 14а, = что в хотфли получить, 


231. Степень. 07. Остается еще равомотр®ь случай #=0; 
Нелн показатель. р есть чнело отрицательное, то функшя 2 
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теряетъ свойство мепрерывноети и, слЪдовательно, производной 
не имъетъ, Предположим», ол№довательно, р220 и найдемъ 
производную 27, пр +=0, непосредственно. По опредзленю, 
производная эта равна предфлу отношеня 


ро № 
и =, гдЪ бт р = 0, 


И такъ, олЪдовательно, 


(027 = ща [Ч] тд ро, 


Равемотримъ два случая. 
Случай 1. Показатель р есть число ирратональное или 


. р 
такое разйенальное "., въ которомъ т и и взаимно проотыя, 


причемъ и есть четиное число. Въ втомъ случе6 # можеть 
быть только положетеленыли, и, сяфдовательно, рВчь можеть 
идти только о производной въ сторону возрастатйя аргумента. 


Воли р> т то Ни (1) ==0; воли р=, то НИ) = и, 
наконецъ, если р < 1, то Ми (#77) = со. И такъ, 


(07 ==0, воли р к (08) 1, вели р 1; (07 -=с5, если р «1. 
Эти результаты даеть и формула: (#*) = ра?” 


Случай 2. Показатель р воть такое релбональное Зьвько- 


торомъ ж и я взаимно простыя, причемъ % есть нечетное, чиоло. 
Въ этомь олуча 1 можеть быть и положительнымъ, и отрицательнымъ, 
хз, слъдовательно, рЪчь можеть идти о производной и въ 
сторону возрастаная, и въ сторону убывания аргумента, Въ эхомъ 
случа р— =" —1= = есть несократимая дробь, въ 
которой знаменатель я воть чиедо нечетное, и 


и уз. 
Я — Уи ыы 


Яолир > 1 т. в. тю, то п (М) = 0; воли уг те тя, 
1 


то Нил (17 ") == 1; но воли рхьт.е. мя < 0, 0 о -— 


будеть безконечно больмиль положительным чнеломъ при # > 0 
и дезконечно большие отрицательнииь чиеломь при #<0; 
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в. 

70 же самое будетъь имЪть мЪето и для У, а потому 
Вт (21) = сх, вели > 0, и Ви (№) = съ, вслий < 0, 

т, в. производная въ сторону возрастаня аргумента не будеть 
равна производной эъ сторону его убывашя, и, сл довательно, 
фунищя а”, при 2=0, въ случа р < 1, не будеть имфть 
производной. 
Веф эти результаты получаются и изъ формулъ (ХУ). 


232. Производная (дифференщаль) степени 27 при 
всяком р, Формулы: 


ра", ди? == рай 14 


можно считать, олфдовалельно, справедливыми для всякаго р 
при иввЪетныхь ограничешяхь дая г. 


2 
Примбры. 1°. Функщя 27 имЗеть вещественный омысть 
_ ИЕ 
только при 2:0, причемь ея производная равна Ух 
При г==0 производная эта разка нулю. 


В 
25. Функщя 2 иметь веществениый омысль только при 
й 


#0, причемъ ея производная равна 92 . При г ==0 она 


равна | о. 
з 

3°.`Функшя 2’ имфеть вещественный смыель при все- 
возможныхь значеняхь х. Если эта функшя разоматривается 
только въ области: 270, то ея производная при 2==0 равна, 
+55; воли она разоматривается зъ области: г == 0, то ея произ- 
водная, при 2-0, равна — 55; воши же эта функщя разбёми- 
лривается для воевозможныхь значени х, то, при #=0, она 
не имветь производной (210,4), 


4°, Отиьтинь функцию уча = ИЕ, ‚производная кото- 


рой имзетъ выраженемь: у’ == Е 
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Производная, при % ==0, равна -- со. ВЗдЪсь, разумВется, 
предполагается только та вътвь фуякщи У ‚ вначешя кото- 
рой положительныя. 

233, Синусъ. 1°. Производная функции у == Зи 2, по опре. 
дЪлен!, равна. 


т [ зы о — вы] = Ит 


В 
Тит вы Сов + . 
а й=0 
й 
Бо т ыы (15), вт Сов (5+ 2) ==605 2 (160) 
Я |= м 
елфдозвательно, 


и (Зы ый == (08 =, 4у = & Вш #= Сов г @, (ХУ) 


Т. ©. промаводная синуса итунента равна посинусу ареумента. 
Принимая во внимаве, что 008 г — Би ( +2) можемъ 


писать: 
[6 «} Эт ([ | 3.2 а) В (= $} = | 2): 


2°. Если у—=а и, ГД & =Кю), то, по теорем сложныхь 
функшй {223), 


и = (8 и} = 003 и. ка 


ая — Чу —@ Эм и =.005 в фи. 


Примёры. 15. [зы (0 *] Соз (08 =). (5 з) = Совок. 


Функщя имфеть омыодъ. и непрерызна только прие> о. 


2°. [108 (Эш = на из (т =), — Се — 
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Функщя имфеть омыслъ и непрерывна только тогда, когда 
Зи > 0. 


- —\ 12 
32. бт (уз ] == Соз уа. (и } ут 
234. Арисинуоъ. 1, Функшя у-= гс Эш « есть фунпкщя, 
обратная функщи Эю =, а потому {225}; 


1 1 1 
боны — 003 цаяе НИЯ) ^ Ира’ 


у == (атс Вт 2 


тдз при корнЪ должент быть взять знакъ + (186). Итакъ, 


(= За «| Я (ие Эт «) $ га. (ХУ 


Относительно этой производной должно одфлать ствдующее 
замбчане. Выводъ вя предполагать, что С08 у не-=0, но С08 т 


1-я 
при == 2 обращается въ нуль. Спрашивается, олвдова- 
тельно, имфеть-ли мфото равенство (ХУП) при #= 51? Для 
отвфта на сей вонросъ наНдемъ непосредственно производную 
функши атс Эш х, при 2-=-- 1. Вамвтимь, что, при и= 1 
(@=— 1), можеть идти рёчь только о производной въ сторону 
Убываная (возравтаная) аргумента. Имземъ: 


[еле 9 (+ 5 т [= Эш (ЕЕ 3 атс а (1 р 


гдз верхие ин нижние знаки суть знаки осотвтотвующщие, при- 
чемъ #> 0. Но (193) 


ат Эм (512) — ве ба (+ 1) =078 Зв |- У —# 


олЪдовательно, 


[шло Вр сев [Ч СЕЯТЬ] иен ЦИЯ] 


Е 
тега во 


Для нахожден!я предфле пашемъ: 


тЕР. уг 
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и, иринымая во внимаве, что 


ит Вы и и ры =1 (75) п Ни У 
И ъ 


ит 


получаемъ: 
[во Зы = +=. 


Результать этоть говорить, что формулы (1) имфють мЪ- 
сто и при #= +1. 


2°. Если у=ато Эши, ть н.о, чо 
(вто Эши)-= 8 (ат Вши)= — 
3* Приифры. 
т ато Зш (1052) |=— ‚ Яя 
[ 0% } Ув и 


Звачевщя аргумента х моруть заключаться только въ сдфду- 
ющей области: 


ие, ибо тогда #>0 и 0= 10911. 


И. [в 5ш Уг 
И: 
Значеня аргумента + могуть заключелься только въ олёду- 
ющей области: 


О=и-1, ибо тогда Оу’ 


Зам втимгь, однако, что, при «==0, можеть нвиться сомнзне 
р 


52(225). Но 


1 
въ справедливости результата, ибо тогда Е 


сомвВе это разр шится, соли замфтимъ, что 


[о Я = ил [= ы: 


Е ь 
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194 ГЛАВА СЕДЬМАЯ, 


235. Косинусъ. Для нахожденя производной функци 
У Сов з замътимтъ, что 


. ы 
Созг=Вш (+ 5) 
и, слфдовалельно, 


— из (. + =) а (. +: — Зи «де. 


4 (вх =аЗщ О + 


И такъ: 


(Сов # 2 =005 (2+ 


з 


| УШ 
. . ы = 
а (Соз=) =— 31 242 = 008 (. + =) а (-- $ ] 
т. в. пронаводная ковинуса вруумента равна синуеу артумента, 
эзязнолиу еф проитивоположнымеь знаком, 

Для функщи: у==Сози, гдВ и = (2), имземъ: 


Чи 


(Сози’=- Вши. т 


д» 4 Сози — — Вт чан. 


236. Аркносинусъ. Принимая во ввиман!е, что функшя 
у=- ато Соз жесть функщя, обратная функши Сов г, имЗемъ (225): 


1 1 
-Вти СЫ = 


у’ = (аге Сова)’ 


гдЪ при корнЪ должно взять анакъ -| (187). 
И ‘такъ: 


{аге Сов) = Ч4(агс Сова) =— 


У 


у 


ыы @(агс бов =— 


| 
| 
] 


и (ас Св =— 
1 


Относительно (азс Соз 2)’ можво сдфлать зазеёчашя, подобныя 

тЬмъ, которыя были едфланы относительно (аге Эша)’. 
Замтимь, что производныя и дифференщалы функции: 

агс Это и атс 008 отличатся, для одного и гого же зна- 
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чешя аргумента, только знаками. Явлеше это объясняется 
равенствомъ: 


а7с Эта --аго Сода == 


которое даеть (213,214): 


атс Эм рато Сов)’ == (ага Эт 2)' -- (ато 0085) 


237. Тангенсь, Котангенсъ, Секано»ь, Косеканот. 
Эви тригонометричесыя функши выражаются рашонально че- 
резъь Эша и.605%; а потому пронзводныя их получаются по 
вышеланнымь правиламт. {220), а именно; 


Зе 

‚ = Час» 
Чапе =у = аз = Веб» 
{Со15 — Совес’и 


Эт 


р у вы Е ол. 
бое 2) (= -) ом фапея, бес, 
у п бие — Со. овес 


{Совес 2) т ) 


Умнозкая 060% части каждаго равевства да 4х, получимь диф- 
ференцалы функц. 
238 Аритангенсь и арккотангеноь Такь вакь 


функции: зато запет и у == атс 09 2 суть функци, соотв т- 
отвевно образныя функщямъ: дали и Сош 2, 10 

ь И. 1 = Со5йи — 3 
{агс по) = аки = б99у= Си5" (але ап) = = 


били — ЗН —= 
еле Эту Эш? (атс Сие =) = я 


(арго 0092)’ = 


Производныя эти отаичаются только энакомъ, чло опять объ 
ясвяетоя (236) равенством: 


аго (вне хр атс Сова = 


184 
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239. Зам чан!е о производныхь логариомическихь 
н обратиыхъ круговыхъ фуниций. Разоматривая эти про- 
изводныя: 


видимт, что оф представляють весьма простыя алгебраическя 
фунящи. 


$ У, Таблица основныхь формулт. 


240. Таблица, Полученные выше результаты даютъ сл- 
дующую таблицу основныхъ формулъ, которыя должно пфмнить 
наизусть. 


Чиа) = 4 , (аи) = а@и; 
Ф(иетю-+.. = @-+.,.; 


(инт...) 


% 


9 (9) = идо-Рофи, Шичь. ..) = меш. 
ГА (ел) аи (води ви) ; 


(ром — чи) : 


а (=) в 


т 


& «—1 
Чи" = аи" аи; 


(и) = ен. Я") = а* Юр ам; 

4 [ов и) = “, [3 [е. *) = ти 
а (би в) = Собыци, 4 (Сов и) —— ин (м) ам, Че: 
Са (козы НЕ Что Совн р а (ко {ап *) = ть: 


аи) = Роды. 
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Въ написанныхь формулахъ буквы м, ©, в,... означвють 
фупкщи одного и того же перемфниаго, причемъ буквы а, 
р, 1,.. означають постоянных, 

241. Заиёчане. При помощи этихъ формулъ и правилъ диф- 
ферендирован1я (8 П) могуть быль найдены производныя мно- 
гихъ функц, 


$ УЕ НЁкоторые принёры и замфчан1я. 


1+ вяз) 
ЗЕ бива / 


242. Примфръ 1. Разсмотримъ функцию у/ == ато Соз( 
Функщя эта имЪеть омысль для всякаго 2, ибо 


1-9 Св 
1 ба 


А 


1, 


и есть функщя непрерывная для всякого 2, ибо функщи и и 
ате (оз и суть функщи непрерывныя (168). 

Производная этой функц/и получается при помощи ра- 
зенотва (223): 


у’ = (ато С08 в)’. м, ТА 


1 
а зи)’ 
{ато Сов п)’ == уе + 


причемъ въ первомъ изъ послфдвихь двужь равенотвь знакъ 
{—) соотвётствуеть случаю: Зш 2>0 и знакъ (+) случаю: 
За < 0. Случай Эш #==0 пока исключается иаъ разсмотр®- 
ян. Искомая производная будеть, сльдовательно, такова: 


2, [ 


и = 


тд звакъ (+) соотвфтетвуеть тВмЪ значенямь аргумента, при 
коихь Зшуе>о0, и внавъ (—) тВыъ значешямъ аргумента, при 
коихъ За #0. 

Изслвдуемъ теперь случай, когда Эт х==0, т. ©. когде 
л=пт, гдЪ п есть произвольное цфлое. Найдемъ непоеред- 
ственно производную предложенной функщи для этого случая, 
разбивъ его на две 
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15, & = 21 и, слЪдовательно, С08 #=1; 
2. 2={2--1)т, и, олвдовательно, 008 #=—1. 
10, Первый случай, 2== фк, дасть: 


1-8 бов, вкозшИ ЗВ 
у= дам Соз 2+ 6% 5+ 61] эны[ _ В+ 908 й У 
ь пи узвшл ’ 
№ 5 безй 


гдь внакъ (+) соотвфтетвуеть случаю: #20 и (—) случаю: 
< 0. 

Ревультать этстъ показываеть, что наме фунищя, пре 
Ш 24 т, ве имтениь производной. 


20. Второй случай, г —= (28 +1)», даеть: 


сн 06а 
в [ие 8 — бой |. 
й 1=0 
сз ИЗ . 
т ОВ УЗ вл | -- 
ы вт [| уЗвыл быв | ТРИЗ 


$—605 


гдв знажь (+) соотвътетвуегь случаю: ^<0 и (—) случаю: 
#> 5, 

Ревульзать этотъ покавываеть, что фуницея, н при г == (2% -- 1)®, 
не льштеть производной. 


243. Примфръ 2. Разсмотрнмь функцию: 


у=3 аге Тао 2 а6 Вет, 


непрерывную для всякаго значешя аргумента. 
Нрииавъ во вниман!е, что 


, 


у 


2: 
[во бт я я ОУ тети» 


и что 


{ (2—1) @-4- 0, воли в Ги&#=—Ъ 


и ==) 


(—@—0@- 1) ели — Г ежь 
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р 


р 


, у 
найдемъ: (шо Эт а) 


знакъ (—) соотвфтотвуетъ первому случаю и знакъ (--) вто. 
рому. 


Слфдовалельно, 
у’ = фе атс ша’ (ше Вт т 
т. е. 
о, если д=Е--ЁиИ 2—1 
— ебли — 1501. 


Ревультать этоть говорить, что функшя ке имфезь проив- 
водной при #==—1 и пря «—--1. Вамфтимъ,. однако, что 
если бы разсматривали фувкцфо молько въ области: 


1) —15=555 то она имфла бы проязводную на граий- 
цахъ области, равную 2; 


2) з=—1 или #2>—1, то она имзла бы производну» 
на границахъ области, равную 0. 
Найденныя выражеви для производныхь позволять преобра- 
зовать выражеще данной функши. И въ самомъ дЪи, увидимъ 
впослёдотври: для #00, ипобы 98 функц, чливли одну и ту ое 
производную, необжоднио и довталлочно, чтобы” онь отличалиеь 
дру ота бруза на накоторое постоянное число. 


На основан и сего, такь какъ, дня кьждой изъ областей; 
==—1 ия ==1, производная у’-=0, получаемь: 


у=0 для #=—1, у=0, для #221, 


гд% Он С, сузь нёкоторыя постоянвыя. Для опредфленя 
этихъ постоянвыхь опредфлимъ значен1е функщи для произ- 
вольнаго значения аргумента, взятаго изъ той и.другой обла- 
стен. Взявъ изъ первой области «=-— 1 и изъ второй #=1, 
получимъь С-=— я, 0, =т, такъ что функщя у для этихь об- 
ластей имфегь соотвЪтотвенно виды: 


и ужа, 


200 ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 


= ‚ 4 
Дия области: —-1==2=51 производная у’== эн: сл до- 
зательно, на, основа сказаннаго выше, 
у=4ае маи и 0, {а) 


рдЪ (С, есть нЪкоторое постоянное для всей области. 

Для опредвленмя С, приравняемъ функцио (а) предложен- 
ной функыи и дадимъ х въ полученномъ равенствЪ какое 
нибудь значене, пап}. =; получимъ: 

3 атс р; 1 + ате бт 1 =Зат 1-- С, откуда С, =0, и, олфдова- 
тельно, 


у = Зато Чаиа 2. 


Пгакъ, расматриваемая однозначная фупкщя предотавляетоя 
тремя аналитическими выражешями, различными для различныхь 
областей, а именно: 


у= — т», для области — 22 === — |, 
у: + *, для области + |1 <; 
у = атс ап, для области — 1 == - 1. 


Графически она изображается такъ: бозграничною нирямою 


у 


т 


Черт, 14. 


62 (для первой области), безграничвою прямою АВ (для вто- 
рой области) и ограниченною кривою СА ‹для третьей области), 
проходящею черезъ начало координать, ибо, при 2==0, у=0. 
{Чер. 14). 
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244. Примфръ 3. Раземотримъ фупкцю: у=рР(®) = 
= (1). Функщя эта воть функиия непрерывиая при ься- 


вомъ не нсключая и нуля. Но, при г==0, сомножитель 


п] 
Эм (1) теряеть смыелъ. Цеключая случай э==0, вайдемъ про- 


изводную вашей функц, какъ пронаводную произведети, 
что дасть (216): 


Е : 
2251 (1) бов (:) {} 

для волкаго значеня х, за исключешемт, „=0, при каковомь 

выражене (2) теряеть смыслъ, ибо С ле имфеть емыела, 


Оъ ‘другой стороны, иаходя непосредетвенно производную 
нашей функши при 2-0, получимъ: 


#0) - т т т р ри = , 


‘и=а ри 


Видимъ, сл®дователью, что разсматриваемая функщя 
ныфеть производную и при 2==0, 

И такъ, сиЪдо вательно, производная {'{#) разсматриваемой 
функщи такова, что 


Рам [ } — Соз (+), когда 2 не=0, 


} 
Пе) 


Н = 


, когда 2 = 


Но т р’еДне= Ата), т. в. ке =7 (0—0; саЪдовательно, 


фувящя Г/”( 2 есть фупкщя прерывная при 2=0, 

Примфръ этоть весьма поучительный, Онъ говоритъ, что 
зроизводная функции, ненрерывной и изющей производную въ 
ъзоторой области’ ариумента, можеть быть прерывною бля н- 
которые значенёа арзумента въ это@ области. 

245. Примёръ 4. Биномъ Ньютона, Газемотримъ биномъ 
{ха}, гАЪ п есть натуральное число. Ояъ, очевидно, можеть 
быть предотавленъ въ видё цЪлой фупкщи: 
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&-в 
ен = УВ” (0 


= 


[О Оба а и а 


причемъ =1, Виа”. 
Требуется выравить коэффищенть: 
1, 6, ь бы бы 
черевъ в ил. 


Для сей цвли, разсматривая & постоянным и # аргу- 
ментомъ, приравняемъ производныя обфихъ частей равенства 
(1), что дасты 


аа а ео В, НТ 16, аб 


ва". 


Умнонивъ обф части этого равенства на, (2-5), полутимт: 


ет ор би г 
(а = Ут Ю = + #— В РР 


&—0 йо 


Выдвливъ первый членъ первой суммы, соотвфтотвующи 
$=0, и послёдый членъ второй суммы, соотвытетвующий 
А =и-1, получимъ: 


а нь —2 и 
па а ат НУв— ее + УВ ах "+ фа, 


А [= „1! 


Аа 


на 
или, преобравовавь вторую сумму въ Хель , 
&1 


вайдемтъ: 


и и 
пав па УФ О-В ба" на. (8) 


Съ другой стороны, какъ показываеть равенство (1), 


= як 


тета тые Уи +в. (3) 
=! 
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Приравнивая въ многочленахь (2) и (8) коэффищенты при 
одинаковыхъ степевяхь буквы +, получимъ: 


п = и -—Пы-® В+ Па, 
откуда 
= —т ава. (1 


Таково выраосене ноффиимента 9» черезъ предзидуй ноэф- 
фииенть Фа. 


Сдълавъ здфеь послфдовательно: #=т1, 2, 
яайдемъ: 


3... В, 


9, = паб = и, 


Перемложивъ эти равенства по частямъ, получимъ: 


ОИ 
1.8 .й ’ 


формула эта справедлива и для й и, ибо она даеть: 


Щ— ие — 1—2) 2 
1.2.8... ща 


т 


910 и должио быть, Первый кооффищенть 0, по этой формулЪ 
не опредфляетоя, но онъ равевъ 1. 
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Назвавъ числовой коэффищентъ 


ИРА И 


ии — Ба 
я 


оимволомъ (и), и согласившиеь считать (и), ==1, получимъ, 


для всякаго К, 
6. = (ка^, 


Итакъ, слфдовательно, всё коэффищенты 1, выразвены че- 
резъ п и а. Замняя въ равенств® (1) коэффищевты 8, най- 
деннымн для нихъ выражешями, получимъ: 

Ев 
(гол = Хай ик, 
к 


Эю знаменитое равенство извЗотно подъ именемъ Бинона 
Ньютона, 


$ У, Производныя и дирференщалы высшихъ порядвовъ. 


248. Опредфнев1е. Положимъ, что функщя #(2) иметь 
ироизводаую: 


ив=Я. 


ие 


Производная эта, будучи нЪзкоторою функщею леремфннаго х, 
можеть также имЪТЬ производную: 


аа 


Эту производную называютъ вморою производною или пронзводною 
торазо порядка оть у=Ё(я) и обозначають олфдующими 
символами: 


О 
шт в -1 — 


" (=), 
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Подобпымъ же образомъ: проиаводную отъ второй производной 
называютъ третеею производною или производною третьязо порядка 
оть у=р[ (=) п обозначають снуволами: 


2) Чу“ 


уе" а ит.д. 


„Дифференаломь паз порядка функифи 1 (2) называется произведенте 
производной пою же порядка на вю степень дифферениала 
аргумента, Онъ обозначается символомз,: 4", такъ что: 


ЯР () == {° (2) (Чжу, Фа) Ро (ах... ; 
обыкновенно, вмфето (42)", иншуть: 4 =", и тогда: 


а) = Г" ват, Фе) р" (а) ва 


Изъ этого опредьлешя вытокають повыя обозначеня 
производных: 

| гу И 

ГД (9) == р 

Замвтимъ, что дифференщалы высшихь порядковъ можно 
опредфлять, подобно производнымъ, послЪфдовательно, если 
условиться очитать, при ЭТИХЬ операщяхъ, 4: постояннымтъ 
чиеломъ. у 

И въ самомъ дфлЪ, получимъ, папримЪръ, 


Физ) =@аа)]==а [ее = ФР (в) == Че, |" ($). Чаыф" ()ар". 


247. Прим рые. 1 Разомотримъ фуикцю у==би. 
Она даетъ’ 


зу Совшзу" —— Ва Со : Соя (+. 5. 


и, вообще, 
у” =0оя [+--».5)- | | 
2%. Разомотримь функцию у==а". Она даетъ: 


в 


уУ=еЮза, у’ —а°109,.. и, Вообще, 9) == 4109" а. (2) 


Еоли у" то и ет. 
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И такъ, производная какого ни веть порядка показательной функии 
е” равна самой функщи. 


3°. Возьмемъ фуикщю у==и”. Она даеть: 


у 


у, у 


в и— 1" я (— 1) (#— 2) =. , 


и, вообще, 


ЗО = (и —1) п—2)... @ рат |. (8) 


Если п есть число иатуральное и р-- Е — я, 10 


ИР—яи— 1) (#—2)...2.1=4.7.8... 7. 
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Касательныя къ кривымъ. Механическое значен1е 
производной. 


\ Г. Геометрическое значек!е производной и дифференщана функц. 


248. Геометрическое значете производной, Раз- 
смотримъ нЪкоторую функцию /(2^. Уравнеше 
у=7(@) 
можно разомалрявать, какъ уравнеше нзкоторой илоскон кри- 
вой въ прямоугольныхь координатахь (чер. +8 и 16). Возвьмемъ 
, 
м, | 


Чер. 15 и 16. 


на этой кривой иЪкоторую точку №, и пусть ея координаты 
суть: , 


в — ОР, у-= [(2) == (ОР) = МР. 


Дадимъ аргументу х приращене Л, положительное или отри- 
цалельное (из, черхеж дало положительное приратдене # = РР!}, 
и пусть точка кривой, абощиоса которой равна #.-й, есть 
точка М,, координаты которой, слЪдовательно, суть: 


п, = ОР, = ОР+ РР, =2 4-1 у, = М, Р, МР-+ м, 0 {(2)-+ А (2), 
тдВ АГ(2) = + М, 0 или — М, 0. | 
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Производная функый (+) для точки Д{ предотавится так 


Ри 2] = или т или Тя ре 
, 


РР. 
Иан РР 


Но прямоугольный треугольникъ 4/, М@ даетъ: 
21,9==210, лак ДМ. Мозли РР, ник И ЗЫ 8Х, или — РР, Чали Д МАХ, 


такъ что для обоихъ чертежей получаемъ: 


И) == [ вп 2М,5Х ] й - 08 [т 5%] 
- РР: 


`РРев 


тАВ уголь 2, ЭХ означаетъ уголъ, соотавияемый направленезгь 
ВЫ, въ сторону возрастающихь ординатъ, и направленемъ 5%, 
совпадающимь съ положительнымь направлешемъ осн #—овъ. 

Для нахожденя Пи (/М,3Х) замфтимъ, что, при безгра- 
ничномъ убываши отрфзка РР, т, в. при иеопредфлениомъ 
приближени точки Р, къ точкВ Р, точка М, будеть дви- 
талься по кривой, пеопредфленно приближаясь къ точк® №; 
<Ъкущая 21. М будетъ врыцаться около точки 4, приближаясь 
къ пъкоторому предёльнону направлено 7л/, проходящему черезъ 
хочку 2, переськвюшему ось = въ точиВ ТР и паправлениому 
въ сторону возраслающить ордикатъ. Это направлеше назызается 
касательною яз кривой въ данной точиь ЛИ. 
И тает, 

т (д 5.8%) = ТХ= (ТМ, ТХ. 


‘Ре. в 


Слфдовательно, 


у = = веду 


= ани о. 


Равенство это, выражая гееметрическое значеше производной, 
товоритъ: пронзводная функцаи, для данназо значешя артуиента, 
зеометуически предепавляется тантенсомъ уела, воставляелаго 
‹ъ огью абециееь касательною къ зризой, изоброжающей данную 
функую, въ точить, абсцисев нопорой есть данное значеще аруу- 
лента. Производная представлаеть, сл дователено, угловой ноэ- 
фищенть касательной, 

249. Примбры. 15. Прямая гиня. Разомотримь функц а2-+Ь. 
Графическое изобразкев1е ея есть прямая, уравнеше которой 
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таково: у=ит--в. Касательная къ этой прямой въ каждой 
точкв совпадаеть съ направлещемъ прямой, и тангенет угла, 
составляезмаго ею съ 06ью абециссъ, равенъ; 


у=а. 


2". Окружность круга. Разсмотримъ неяввую функцию, опре- 
дЪденкую уравнешемъ: у? 4-2? —2?. Уравнене это воть уравне- 
не круга радфуса », отнесенное къ центру 0. Оно даегы: 


Ваявъ дифференщалы объихь частей этого равенства, разома- 
тривая у, какъ функцо аргумента 2, опредзленную изъ урав- 
веншя круга, и приравнявъ нхъ (215), получимъ: 


ау = 
уау=— ейа, отеюда 1, —"= Тала, 


тдЪ х есть уголь, составленный касательною въ точеЪ (ху) 
съ осью 0%. 


Но 1апе 2 10Х= Е сладовательно, 


Т-НЧапа о. вле д МОХ-1- в. 0. 


Результать этоть говорить, что хасательняя #5 овруженоети 
перпендикулярна из рабугу, соединяющему цент съ точною 
хасаная. Отсюда простой способъ поостроеяйя касалельной къ 
окружности въ данной на ней точьЪ, извфетный изъ элемев- 
ларной геометр и, 


250. Геометрическое значен!е дифферениала. Раз- 
смотримъ на касательной точку М’, имфющую абециесою: 


ОР =е--ь, 
Изъ чер. 15 (чер. 18) получаемъ: 
М'9= Мова ММ9= №аоее= й.Г()-= 9), 
(мо= МО (ММ =— Варва ь Р@=— а 


УЧЕВЯНКЬ АИГЕБРЫ. 


210 ГЛАВА ВОСЬМАЯ, 


Съ другой стороны, 


М9=МР,— МР (— №0 -= МР, — МР, 


а потому, для обоих чертежей, 
4) =, — МР, 


т. е, Вифферениаль функийи, для даннаю значешя т ариуументо, 
зрафичееки предетавляетея ириращенемь ординаты касательной 
въ ночкь нося, абоциева которой равна данному значению 
ациуиента, вода переходил къ брушй произвольной точить ка- 
сательной, абециеса которой не выходить изъ области аруумента 
и равна х-- ах. 

251, Замчавае. Отсюда слФдуеть, что хасательная къ 
кривой въ точке М(х, у) можеть быть разематриваема, чан 
прямая, пролодящая черезе элочкии (2, У) и (е-- ат, у). 


$ 11. Кавательныя къ кривы ит. 


252, Уравнен!е касательной. Возьмемъ кривую, уравне- 
не которой въ прямоугольныхъ осяхъ есть: 


= [(@). 


Разомотримъ нЪкоторую точку М (т, уу на ней и проведемъ 
въ этой точкЪ касательную, Обозначимъ координаты произволь- 
ной точки касательной буквами # иу. 

На этой касательной будоть лежать, какъ только что 
зидЪли, точка 1’, координаты которой суть: 2, -|- #2 и У -- уе. 
Слфдовалельно, уравнеше касательной веть уравненве прямой, 
проходящей черезъ точки; (2, У) ч (и, -- Ч, у -- вуь). 

Изъ аналитической геометри извзотно, что ур-—1е этой 
прямой будеть таково: 


и 


У @— 5). 


Это и воть уравнеше касательной нъ данной кривой въ точн (х%, уо). 
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$ 111 Эллиноъ. 


253, Уравнеше касательной въ зллилсу въ данной на немь точнЬ. 
Уравнен1е эллипса, отнесенное къ центру и осямъь, какъ из- 
вЪостно, воть: 


или ду ай — 0—0, 


откуда 


Взявъ дифференцалы обфихъ частей этого равенства, разома- 
тривая у, какъ функцно =, опредёленную уравнешемъ эллипся, 
и приравнявъ ихъ, получимь: 


бр’ == -— откуда 


Уравиен!е касательной къ эллинсу вЪ точкЪ (л, у) будеть, 


сяфдовательно, таково: 
ии 
% Ара 


Оно можеть быть переписано такъ; 
ау ау = ау? о; 
такт какъ точка (2, у.) лежить на эдлипоъ, 10 
РУЗ 079 = а, 


олЪъдовательно, уравнен!е насательной можеть быть предотя- 
влено такь: 


аи | ИУ 
или а м т 


ув 


254. Построеме касательной къ зллипсу въ данной на немъ точиб 
М (%ь у»). Найдемъ абсциосу точки 7 нереофчешя касательной 
<Ъ осью х, положивъ въ уравнеши касательной у== 0. Абоциса 
эта ОТС ОТ) бущеть равиа: 


а 
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Вндимъ, слфдовательно, что она представляетъ третью пропор- 
цональную къ аикья, т. в. вь ОА и ОТ, отсюда выте 


“ 
Черт. 17. 


каеть построевйе (чер. 17}: 

На большой оси АВ, какь на даметрЪ, строимъ окруж- 
ность; въ точкЪ 4, предотавляющей пересфчеше съ окруж- 
ностью ординаты точки М, строимъ касательную къ окруж- 
ности и точку Т пересфченя отой касательной съ осью 2 
соединяемъ съ точкою М. Прямая МТ и есть требуемая каса- 
тельная. И въ самомъ двлЪ, изъ АОМ’Т получаемь: 


ОМ" = ОТ, ОР, или @=1,.ОТ, откуда ОТ= 


255. Построеме касательной въ зллипсу черезъ вншнюю точку 
Р (а, В). Предположимъ, что задача ршена, и пусть РМ воть 


Черт. 18. 


искомая касательная (черт. 18). 
Назовемъ координаты точки касашя буквами %., У. 
Уравненя эллипса и касательной РИ суть: 


и 0, уу ля — а == 


Такъ какъ точка М лежить на эллинс?, а точка Р на, касатель- 
ной, и, слфдовательно, координаты (2, у.) удовлетворяють пер- 
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вому уравненйо, а координаты (и, 8} — второму, то имфемъ 
внетему: 


@) 


149, - 
] 


[авиа а =0 {2} 


двухъ равенотвъ съ двумя неиззветными п, и у, рАшизъ 
которую и опреджлимъ координаты точки касаня. 


Рьшимъ эту систему. Такъ какъ, по крайней мёр\, одно 
изъ чисель а и В, напр, В, неравно нулю, то изъ уравнегйя (2) 
получаемъ: 


внося это значене въ уравнен!е (1), иаходимы 
о 


Услове вещественности корией этого уравнешя можетъ быть 
написано вЪ видЪ: 


ое Вов 79.0. 


Но изъ аналитической геометруи извЪстно, что координаты всякой 
точки (а, В, лежащей вн® (внутри) эллипев, обращають яВвую 
часть его уравнешя въ положительное (отрицательное) число; 
сл» довательно, если точка Р лежить внуиуи эллниса, то усло- 
31в это невыполняетея; если же точка Р вв лежить внутри 
эллинса, то оно выполняется, причемъ для точки Р, лежащей 
аъ эллитеа, получаемъ ва вещественыхь значеня для ху и два 
хоотвуотвующихь вещественныхь значевя для у т. е. полу- 
чаемъ 06% различныя касательныя РМ, РМ’ кь разоматривае- 
мому эллипсу; дия точки же Р, лежащей на эллипев, полу- 
чаемъ одно вещественное значене 4 и соотьфтотвующее ве- 
‘ществеяное значене для у», т. ©. одну касательную, причемъ: 


=, \ =. 
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256. Поляра точки отиосительно эллинов. Прямоле- 
кеною полярою почки Р(а, 3), относительно эллитеа: 


дура — 06-0 


называетея нуямая, уравненае которой сеть 
Фар -- а?Зу — в ==0. 


Легко показать, что если точна Р не лежить внутри эланнее, 
99 на ся волярь лежиуть ночьи наващя касателаныхль къ эллнау, 
проведенныхь изъ течки Р. И въ сёмомъ дЪлЪ, координаты 
2, И у, точект касави удовлетворяють, какъ видфли (255), 
равенству (№: 


бтоь ао — 28° == 0. 


Сравнивая уравяене поляры съ этимъ равенствомъ, видим, 
что координаты (2, У) удовлетворяють уравнению поляры, т. в. 
точки касаня (2, У) лежать на, поляр\. 

Итакь, олфдовательно, дия проведеня касалельныхь къ. 
эллинсу изъ точки А, нележещей внутри эллниев, достаточно 
построить полару точки Р и чючки пересфченя М и 2” 
поляры эллипса соединить съ точною Р. Прямыя РМ и РМ" 
и будуть касательяыя, 

257. Построеше касательной къ залипсу параллельно данному на- 
правлению. 

Назовемъ угловой коэффищенть даниаго направлен!я бук- 
воют и положнмъ, что задача уф шена, н искомая касательная 


Черт, 19. 


есть МТ (черт. 19). Навовемъ коордилалы точки васащя бук- 
вами 26 и У. 

Такъ какь точка (г у) ложить на эллипов и на квез- 
тельной МТ, тенгеноь угла которой оъ осью г равенъ, съ 


КАСАТЕЛЬННЯ. 215 


=, 
ги 
координаты (*., уз) удовлетворяютъ систем слфлующихъ двухъ 
равенсйвъ: 


одной стороны, — ‚а съ другой, по условию, числу т, то 


[га щий — ое, (1) 


$ 
и а, = 0. (2) 


Рашивъ эту систему относительно ж и у, получимь двё си. 
стемы вещесниенныхь ршевН): 
ая и 


= Г, № = 
Уна ти, ! ут ри 


в 


гдф верхше и нижн!е анаки соотвтотвуютъ. 


И такъ, можно вседа провевиии кз вллитеу дез касательныя, 
параллельныя данному направлению. 


Такъ какъ абециссы и ординаты точекъ касая равны, с0- 
отвЪтотвенно, по модулямъ и противоположны по знакамъ, то 
течки касавя симметричны относительно центра и, слЪдова- 
тельно, лежьтъ на ковцахъ одного и того же диаметра, 


Уравнев!е этого даметра будеть таково: 
ату + Из 


ибо этому уравненю удовдетворяють точки касая, какъь по- 
показываеть равенство (2). 


9, 


258. Теорема. Еасательная въ наждой точке овлитее 60- 
етавдяеть равные узлы съ рабфувани векторами, проведенньми въ 
зпочну касаня, вн узла радбуеовъ векторов. 

Обратимся къ (чер. 20). Для доказательства теоремы до- 


Черт, 20. 


статочно показать, что 


1818 (МР, МТ) == вп Д(МТ, МВ). 
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Назвавъ угловые коэффищенты касательной МТ и раде 
усовъ векторовь МР и МР’ буквами: в, т, ин И Принявъ ВО 
вниматще, что 


р: , , , 
В ре, мь в, ГДБ в У, 
и чо 
получимъ: 
" и $ И 
пе (МР, МТ) Геи др, В СМТ, МВ несу › 


Ти ар? 


ибо количества: а” — ел, и а’, на которыя были со- 
кращены дроби, равкы нулю только для точекъ пиректрисъ, 
которыя, однако, не встр®чаютъ эллипса. 

Выведенныя формулы и доказывають теорему. 


$ ИТ. Гилербола, 
259. Уравневе касательной въ гиперболв въ дан- 


кой на гинерболв точкв (п, у). Возьмемъ на гиперболв 
чочку (а, у,). Зам чая, что уравнев!е гиперболы: 


т у аа д 
в Е=о, иди ву а [ 
отличается оть уравневйя эллииса знаками при {— 2”), полу- 
чимъ для уравнешя касательной къ гиперболЪ въ точкь 
(2, уз) уравкеше: 


Вт 5—1 =0, или о’уу -— би а. 


260. Построен насательной въ гипербол% черезъ 
точку, лежадтую на гиперболЁ. Вообравивъ, что касатель- 
ная МТ проведена, найдемъ абсциссу ОТ точки вя перес®ченя 
<ъ 06ью 2, положивь въ уравнени касательной у==0, что 
даеть: 
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Построеше будеть таково; строимъ кругъ (чер. 21) на пе- 
ресфкающей оси, изъ точки Р проводимъ касательную къ 


Черт. 21. 


кругу; абециоса точки пересзчен!я клоательной съ’ осью 2 бу- 
деть ОТ, ибо 


Прямая ТМ представить искомую касательную. 


261. Построее касательной къ гипербол% черезъ 
внфинюю точку. Повторивъ ТЪ же разсужденя, какъ Е 
для эллипса, наЙдемъ, что координаты точекь касаня должеы 
удовлетворять системЪ равенствъ: ° 


ви — ба уе Го, [9 
а Ву, — ое, ЕО в = 0, (2) 


которыя, по исключени у, дадутъ, въ предположени, что Р 
не совпадаеть съ центромъ 0, равенство для опредвленя 2: 


пр — Фа + 2? Ро, — (+) = 0. (3). 
Услов!е возможности таково; 


ав — ара 0, 
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дЪвая часть котораго есть лфвая часть уравнея1я гиперболы: 
ба =, 


въ которомъ координаты точекъ гилерболы замфнены координата- 
ми гочки Р. Слфдовательно, если точка Рлежить между вётвями 
или на одной изъ вътвей, то услове возможности удовлетво- 
рено; по опо не выполняется, если точка Р дежить внутри вфтвей. 
И такъ, черезъ точку между втвями можно провести дв ка- 
сательныхь къ гиперболв. Спрапгивается теперь, гдз должна 
находиться виьшвяя точка Р для того, чтобы 0б% касатель- 
ныя, пронеденныя черезъ нее, были касательныя только къ 
одной вЪтви? Для сего необходимо и достаточно, чтобы оба 
корня уравнев!я (8) были или положительные, или отрица- 
тельные, т.е. необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялось 
неравенство: 


«+ 


о, 


вая часть котораго представляеть произведен! корпей этого 
уравнешя. Неравевство это раввосильно такому: 


а бИе< о, или (28 5) (8—6) <0. (4) 


Для истолкованя геометрическаго смысла этого неравен- 
отва разомотримъ двВ прямыя: 


ву— 5) 


ОяЪ лежать внф гиперболы, ибо координаты ихь точекъ обра- 
щають лАвую часть уравненя гиперболы: 


(ау -- 52) (ауди = 


въ положительное число а” #*, онЪ проходять черезъ начало коор- 
динать и одинаково наклонены къ положительному и отрицатель- 
ному направиеямъ оси =. Эти прямыя АВ и ОЛ называются ае- 
свиитотами гиперболы. Замтивъ это, обратимся въ неравед- 
ству (4). Если точка, Р (я, В) (чер.22) лежитъ въ незатемненной (вите- 
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ненной) части плоскости, тоея кординазы обрыщаютьлвыя части 
уравнен!! (5) въ числа одипаковыхъ (противоположных ъ) знаковт 
р 5 


Черт. 22. 


н,слЪдовательно, веудовлетворяютъ (удовлетворяютъ) условю (4). 
И такъ, слдовалельно, шочна Р должена лежать пежбду одною 
‘изъ втитвей зитерболы  состебтотвующею аовимитотою. 

262. Поляра точки Р по отнотоню нъ гипербол%. 
Прямолинейною полярою точки Р (а, В), по отношен тю кз гитерболль, 
называвтея прямая: 

+ бах — Ву — а? = 0, 
Какъ и для эллипса, докажемть (256), что поляра проходить через 
точки касашя касательныхь, проведеныхъ изъ Р къ гинербол%. 

268. Построейе касательной къ гиперболв парал- 
лельио данному направлен!ю. 

Какь и для эллипся, покажемъ, что координаты (, Ус) точки 
касаня искомой касательной удовлетворяютв систем равенствъ: 


аи — у 0, @, 


И, ат (2) 


ТДЪ т есть угловой коэффищенть даннаго иаправлешя. 
Рьшивъ онотему, получимъ: 


Ш дм 
=. 
о = ра 
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Абоциеса и, будеть вещественная только тогда, когда 


: > —#) | д 
ат? — >20, или ( а) т )>° 


; Ь\ 
т. е. т должно быть вы№ значенй (-- 2 и (+ , предета- 


вляющихъь угловые коэфищенты ассимитоть; сиВловательно, пря- 
мая ОВ (черт. 28), параллельная ланному направлен!о, должна 


Чарт. 28. 


лежать въ томъ угл® аосимитоть, гдЪ не расположена кривая, 
и тогда задача иметь два рышешя, 


Точки касавя лежать на одномъ и томъ же даметрь, 
уравнене коего есть: 


РР» — ту == 0. 


Если в == + то равенство (2) обращается въ равенство: 


зо ==, 


показывающее, что гочва касащя лежить надесимитотЪ, ст, другой 
зтороны, при этомъ предподожени, 


1 о 


Отсюда олЪдуеть, что авенивтота можето быть разематриваема, 
накъ касательная, точка касанйя которой удалены въ безконеннооть. 
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264. Теорема. Кисательная въ каждой точить зиперболы 
составляеть равные узлы съ радёусами вектороми, проведенными 


Черт. 24. 


#з точку касошя, ввутуи угла редйусовь векторовз. (Чер. 24). 
Докавательство равенства 


ве И (МР, МТ) = вое (МТ, МР) 
такое не, какъ и въ оллипо№. Но такъ какъ оба фокуса 
лежать по различнымьъ сторонамъ касалельной, то ирямая 
МТ есть биссектриса внутренвяго угла радусовъ векторовъ. 
$ ТУ. Парабохль 
285. Уравнон!е касательной къ параболв въ данной 


на ней точи. Уравневе параболы, отнесенное къ верпин%® 
и КЬ оси, таково: 


2рх. 


Взявъ дифференщалы обфихъ частей этого равенства, разема- 
тривая у, какъ функцо, опредвленную уравнешемъ параболы, 
получимъ: 


зуду == ара, откуда я =+ Г. 


Олфдовательно, уравнен!в касательной къ иараболВ въ точкЪ 
{2ь, У) будеть: 


у—у- 1. @—2), или уу р) — 0. 
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266. Построене касательной къ парабол% въ данной 
на ней точь. Сдёлавъ въ уравнен!и параболы у»=0, полу- 


Чара. 95. 


чимъ абециссу (— 077) точки пересвчешя касательной къ па- 
1абол% съ осью м, а именно (чер. 25): 


—0Т= в, О7Т= — 4. 


Для построешя касательной откладываемь ОТ-ОР и 
соединяемъ точку 7 съ точкою М; прямая ТМ и будеть каса- 
тельная. 

267. Нормаль, поднормаль. Пормалью яз кривой в% 
данной на ней точит (и, У называется прямая, прозодящая че. 
26а% эту точну и перпендикулярная п% касательной на кривой въ 
этой точить. 

Такъ какъ нормаль ММ проходить черезъ точку (2, у), 
то ея уравнен!е таково: 


У— Ш — 25). 


Угловой кооффищевть ж опредфляется изъ условия, что яор- 
маль перпендикулярна къ касательной, Для нараболлы угловой 
козффищенть касательной въ точк® (1,9) воть в: елвдова- 
тельно, угловой коэффищенть нормали опред®литоя изъ усло- 


вя: тт. 1. — 0, откуда т = —й, и уравневше нормали будеть: 
л 


у—и=— #1). 
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Абсцисса ОМ точки пересфчешя нормали съ осью = по- 
лучится, если положимъ въ уравнени нормали у==0, и догда 


—ь=-— (0х ОР), 


откуда ОМ — ОР= РМ. 


Равенство это говоритт, что въ парабол отрзокь РМ 
оси =, заключенный между точкою пересъчешя нормали съ 
9с5ью г и основашемъ ординаты точки каваня, называемый 
зоднор-малью, есть повстояниое количество, равное параметру. 

268, Построен1е касательной къ парабол% черезъ 
вяёшнюю точку Р(а, 8). Положимъ, что искомая касатель- 
ная РМ {чер. 26) проведена. Назовемъ координаты точки ка- 


ЛЕ 


Чарг. 28- 


`^ 


сащя буквами (ть у,). Такъ какъ точна Р левить иё каса- 
тельной, а точка М — па параболЪ, то координаты точки Р 
удовлетворяютъь уравнено касательной, проходящей черезъ 
точку (2, у), & координаты точки М-— уравнению лараболы, 
что даетъ систему двухъ равенствъ: 


| У = Эр, {0 
| 

| В — в (а о) = 0. (2) 
Исключивъ я» получимъ: 


о* — 2 Ву + 26а = 0. 
Условие возможности: 


Я — бра 0, 
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вая часть котораго предетавляеть л%вую часть уравневя 
параболы: 


и" — Зри, 


въ коей координаты у и х вамбнены координатами точки Р, 
зыражаеть, что точка Р пе находится внутри кривой. 
Черезъ каждую точку знЪ кривой можно провеети дв каса- 
тельпыхъ; черезъ точку, взятую внутри параболы, нельзя 
провести ни одной касательной, и черезь каждую точку на 
параболь можно провести только одну касательную. 

269. Поляра точки относительно параболы. Прямо- 
линейною полярою точни Р(а, 3), отноентелено параболы: 


= 2х, 
называется прямая, уравневе которой веть 
Зу—р(е-ао) — 0. 


Пели черезь точку Р можно провести касательныя къ параболв, 
то на поляр% будуть лежать точки касавя, ибо координаты 
(1 У) точекъ касащя, въ случаЪ ихь существования, удовле- 
творяютъ уравнению поляры, какъ это олвдуетъ наъ равенотва (2). 

270. Построен!е касательной къ параболв парал- 
лельно данкому направлению. Назовемъ угловой воэф- 
фищенть цаннато направлевя буквою т. Полознимь, что задача 
р®шена, и касазельная проведена. Назвавъ коордиваты точки 
хасашя буквами х, и у, и принявъ во вниман!е, что угловой 
коэрфищенть касательной есть 2, который, по услов!о, равенъ 
т, и чо точка насвая лежить на параболЪ, получимъ систему 
двухъ равонотвт: 


ри 
уж 


которая иметь только одну енстему рёшени: 


Н 
= 


т’ 


д. 
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говорящую, что къ парабол можно провести только одну 
касательную даннаго направлен я. отличающегося отъ напра- 
влешя оси параболы. При т =0 касательная удаляется въ 
безковечность. 

271. Теорема. Касательная въ каждой точке параболы 
еоставляети, вне пираболы, равные узлы съ рафувонь векторому, 
проведенным вз точку кая, и въ ливею, проведенною парал- 
„дельно ови черезъ точку касашя (Чер. 27). Пусть М есть точка 


касаня. Если х, и у, суть координаты точки М, ивит 
суть угловые коэфищенты прямыхъ Г и МР, то 


в ты № 
® 


отсюда, принимая во вниман1е, что ‘у — р, == 0, получимъ: 


шие 0 (МТ, МР) ИЕ 1 вес СЫ, Му. 


Равеояства эти говорят. что 


{ато (МТ, МР)= ара Д(МА, ИТ, 


и покавываютъ, что касательная М Тесть внутренняя биссектриса 
угла АМЕ, что и требовалось доказать. 


$ ТУ, Пранолинейныя аесиматоты нлоокихь хривыхь. 


272, Опреджлеве. Ирямолннейною весниптотою плоской 
иривой, иниющей одну илы нтеколько безконеиныхь эттяей, вазы. 
ваётоя такая прямая линёя, разетояне оть которой вевть пи 
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чекъ кривой, начиная съ нбнаторой, лежещиль на безконечной 
вътви, становытея и пробольющеть быть менее веякаго заданного 
количенива, какъ бы иало оно не было. 

Очевидно, что воф указанныя точки кривой будуть ле- 
жать по одну сторону ассимптоты. 

Не веякая подобная кривая, 
еть асеимитоты. 

Попожимъ, что дана кривая, и пусть уравнене ея, отие- 
санное къ нъкоторой снетем прямоугольных координать, есть: 


къ увидимъ сейчаст, им$- 


у=А»). 


Уеловимся пазывать воотвзиетвенными точками кривой 
и ассимптоты, вт, случаВ ея существован1я, точки, нмюнИя 
одну и т) ие абоциееу иди одну п ту же ординалу. 

Поотараемея, пользуясь выше даннымъ геометричеекиьмь 
опредълешемъ асоимитоты, незавновмымъ отъ системы коорди- 
нНать, дать необжодилюе и достаточное уелоше, при выбранной 
системЪ осей, которому доланна удовлетворять данная прямая 
для того, чтобы она, была ассимототою разсматриваемой кривой. 

Раземотримъ отдфльно два случая: 

1} данная прямая ивралиельна оси у. 

2) данпая прямая непараллельна оси у. 

273. Разъискан!е аесимитоть, параллельных оси 
уз. Полознимъ, что В (01)} предотавляетъ безконечную вётвь 
данной кривой (чер. 28). Возьмемъ прямую КГ, параллель- 


Черт. 28 


ную оси у, и пусть соотвЪтотвенных точки (имВющЕя ‘одну и 
ту же ординату) кривой и прямой суть биН(@, и Н), Отръ- 
зокъ ЯН (6.8) представить разстояе точки @ (@) кривой 
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отъ данной прямой. Но этотъ отрЪзокъ равенъ модулю разности 
между поетоянною абсциссою а точекъ прямой и перемънною 
абсциосою 2 точекъ кривой, П такъ, назвавъ разстояве между 
соотвЪтотвенными точками кривой и прямой буквою 5, получимъ: 


0) 


{На чертень: @Н =а— я, @Н =х--а). 

Удаленю точки @ по кривой соотвЪтетвуегь возрастане 
ы и наоборотъ. Но, по опредфленю ассимптоты, разстоян!е &, 
при нёкоторомъ положени точки @, есть количество, меньшее 
веякаго заданнаго числа &, и при движени точки в, ВЪ 10МЪ 
или другомъ каправлеши безконечной вЪфтви, продолжаеть 
быть мене этого числа, 

Отсюда олЪдуеть, что для того, чтобы данная прямая 
была ассимитотою данной кривой, яеоблодимю и достаточно, 
чтобы ея постоянная абецисва [2 удовлетворяла, КАкъ покавы- 
заеть равенство (1), условию: 


или 


бт в — 


тдЪ буква = означаеть перемЪнную абсниесу точекъ кривой. 
Если этоть предфлъ существуеть, то данная прямая есть 
асснмитота кривой, параллельная осн у и лежащая по ту или 
другую сторову отъ шея на разотояних, равномъ [а 
Уравнон!е этой аосимитоты будеть таково: 


Х-а, (3) 


тдЪ Х оввачаеть абоциссу любой точки аосимитоты. 

Отсюда слёдуеть, что для нахожденя асснмптоть, парал- 
лельныхъ оси у, должно поступить такъ: найти, по уравненю 
кривой, т% аначеня т, при которыхъ у могъ бы быль равень 
©, и посмотрЪть, принимаеть ли у, для значеин, близкихъ 
къ найденнымь зиачешямъ =, вещественныя значеня. Если 
зкачешя #, удовлетворяюция симъ условямъ, существують и 


дуть а, $,..., То кривая иметь ассимптоты, параллельныя 
оси у, и уравнешя ихъ таковы: 
Х= Х=8,. 


15° 
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Эти значеня ‘а, 8,... обнаруживаются, въ большинотв% 
случаевъ, легко, если уравноне кривой рфшено отоснтельно у. 


Пояснимъ примфрами. 
19 Положимъ, что уравненю кривой, отнесенное къ иЪко- 
торой систем осей, есть 
(Пий о. 


Кривая состоить изъ двухъ вЪтвей, уравневя коихъ суть: 


Цля вещеотвенности у абсцисся х должна удовлетворять 
усломямъ: 


Условя эти показывають, что каждая изъ этихь вфтвей 
иметь, въ свою очередь, двф безконечныя вЪфтвя: одну — 
абоциссы точекъ которой == 0, и другую—абециесы точекъ во- 
торой==1. Значене т, при коихь у можеть обращаться вЪ со, 
воть сдннетаенное для объихъ вфтвен (1) и равно 1. Значеще 
910 допустимо, ибо, при #721, значешя у вещественны. 

Итакъ, слвдовательно, каждая изь вЪтвен (1) имфеть об- 
щую асоимитоту, и только одну, параллельную оси у, и ура- 
внетще ся есть ‘ 

ХЬь 


Ассимптота эта будеть асвимитотою къ тЬмЪ изъ безко- 
зечныгь вФтвой разоматриваемой кривой (1), которыя соот- 
ВФтетвують ит 1. 

2°. Раземотримъ кривую: 


= Ув 


Только при = —=— Е ординате у могла бы быть безконеч- 
ностью, но, при зиаченяхь =, близкихь кь-—1, ордината у 
мнимая, ибо, для ея вещественности, квобходимо, чтобы #20. 
Кривая, слфдовательно, не имфеть ассимитоть, параллельныхь 
оси у. 
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3°. Возьмемъ гиперболу: 
Фа — у — 6100. 


Уравнев!е 910 даеты 


узи 


Видимъ, что, ни при какомъ хонеиномь =, у неравно со, 
слдовалельно, змпербола не цитетьь ассимплтонь, параллельнииогь 
5808 непересвнающей ось 


4°. Разсмотримъ кривую: 


2 
При #=1.5, гдЪ В есть цЪлое, отличное оть нуля, 
число, ордината у вещественна и равна со. Кривая имЪфеть, 
олфдовательно, безконечное миожество ассимитотъ, параллель- 
ныхъ оби у, и уравнейя ихъ суть: 


Х=йк. 


274. Разъискайе зосимитоть, непараллельныхь оси 
у. Положимъ, что АВ(ОР) предетавляеть безконечную в\%твь кри- 
вой, имЪющую асвимптотою прямую КТ, не параллельную осиу 


У 


Черт. 29. 


{чер. 29). Пуоть точки @ и К (6, и К,) суть воотвттотвенния 
{имвющя одну и ту же абоциосу) точки кривой и ассимпто- 
ты, ординаты коихь суть.у и У, Удалеию точки @ по кривой 
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соотвЪтствуеть возрастане |=|. Опустивъ изъ точки @ (6,) 
кривой перпендикулярь @Н(@,Н,) на зосныптоту, получимъ, 
по опредвленио, равенства: 


[ли (Ч) == 0, [Ц (64.8 } = 0]. {1) 
2-05 до 


Чертежь даеть: 

ЯН=ОКЗШДОЕН,  [аН=а,К, Зи в ЕН, 
или @Н=(у--\Зт И СКН, [@Н, = У утра ЕН. 
Равенотва (1} могуть теперь написаться такъ: 


ти аки. Ни(у— У) =0, Ваха, Н,. Ша (У — у] 


и—со я= 


Но уголь @КН (6.Е.Н,) не равенъ 0, ибо асвимитота К.Л» 
непараллельна оси у слЪдовалельно, предъидущ!я равенства 
приведутся въ уаковому: 


Ша (и— У) =0. (А) 


и—со 


Равенство это и выражаеть необжодниое и доениипочное 
условна для того, чтобы прямая КЁ представляли аельиттоту 
хривой, чепараллельную осн у. 


Положимтъ, что данное уравнене кривой ость 
у=Ё(а). 
Требуется опредфлить уравнен!е ассимптоты: 
У аа 


т. в. вычиолить постоянные параметры хи 3. 
Услове (4) даеть: 


у—У=ь ть Море ==0, 
= 


или у— ав —Вызе. (1) 
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РаздФливЪ об части этого равенства на 2, что допустимо, 


ибо 2 не будеть предиолагаться равнымь 0, найдемъ: 
и 8 
ба 


# 8 ы 
откуда ЩЕ 
Бели т ( 1. 


) существует, то, принимая во внимане, что 
‘гоо 


в В 
Нт 5 =0, ибо В неравно безконечности, н т : —=0, изъ по- 
слЪдаяго равенства получимъ, для параметра %, 


зо 


&=Ит (2) = бт [2] 


(В). 
Лля опредъленя В обратимся къ равенству (1), которое 
даеть: 


тдВ а имфеть вкачен (В) 
Если Ит(у— *2)  сущеотвуеть, то 


= ит (у— 9) 
м 
ибо # (2) равень пулю. 


(6) 


необзоднио ы 


Предъидущее изолздоваше приводить къ заключен: 
Диля тою, чтобы привая у==[(т) чатвла посилютоту, ‘не 
парайлельную 0ви 1, 
етаовали: 


Фостииточно. чтобы вуще- 


а [В] =? ит у абв (9) | 


& 


4 зпозда уравнене поспититотты будет: 
# 


У = в. 
Пояопимъ примфрами. 


15. Возьмемъ вфтвь уже равемотрВнной кривой: 


к: 
1— 


х 


эк 
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Получаемъ: а=Ит { 8 =! 


ш=со 


Соотавляемъ выражен!е: 


Для нахождешя предфловъ этихъ выражений: перваго при 
&=--о> и втораго при 2=--оо, уничтожаемь радикалы въ 
зислителяхь и получаемъ: 
#—1-] 
Раздфливь числителя и знаменателя каждой дроби соотв 
твенно на положительныя числа г и— я, приведемь выраже- 
ве, въ обоихь случаяхь, къ виду: 


у— оз 


который даеть, 


8==Ни у — 2) 
ре 


Искомая ассимптота будеть: У 


.У 


получили бы: У =— т. 


Цля вЪтви: у == 


Составимь: 


КАСАТЕЛЬНЫЯ, 217 


гдф знакЪ (+) соотвВтетвуеть случаю 220, знакъ (—} слу- 
чаю #<0. 


[2 
теюда: = Е 
те а=ит у) 


ии У 


отеюда В = (у ог) ‹ =0. 
=> 


И танъ, разоматривеемая вЪтвь гиперболы иметь двЪ 
ассимитоты (261); 


3. Разомотримъ кривую: 
у — зазу =0, 
называемую Денартовымь листом. 


Вайдемьъ ассимитоты этой кривой, не рышая уравненя 
кривой относительно у. 


Обозначимь: А =ь уж причемъ 


Уравнеше перепишется такъ 


(М) «зам 


0. 


Такъ какъ дия в не будемъ брать значен!н, равнато нулю, то 
это уравиене можемъ замвнить такимъ: 


3—0 
ТИ =, 


При г = со получимъ: 1-24 =0, откуда и == — 1. 
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3 положимт, въ уравнения кривой, 


Для опредвлевя 


те -т, причемъ В 


нп (#) 
жесо 
Уравнеше перепишется танъ: 
(т -— =) — За (т — 2) ==0, 
или, по раскрыйи скобокъ и раздълеши лЪфвой части на 27, 


Зи) Е о, 


ПредположивЪ здВеь ш==со, найдемъ: 


88+а 


‚ откуда 8=—а. 
П такь, кривая имъеть ассвмитоту: 
У=—фш-ф и. 


Кривая не иметь ассимитоть параллельных оси уз, ибо ви 
при какомъ конечномъ х ордината чу не обращается въ безко- 
нечность, 


4*. Парабола: 


= 


не имВеть никакихъ ассимитотъ, ибо; 
1°. Чи при какомъ конечномъ 2 ордината у не обращается 
въ бевконечноеть, 


я =. ла (2 ща Й? 
2. Хотя параметръ я = И (=) = уз) 
со 


в=0 


2 


но = Ша |+ у 


Можно сказать однако, что парабола иметь дв ассимитоты, 
паралленьныя оси параболы и лежация отъ оси вь безкоиечио 
далекомъ разетояни. 
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У У, Механиче0ков значен!е производной. 


275. Матеральная точна. Матеральною точною называется 
точка, обладающая схздующими свойствами: 


1. Она способна, Явигитиься. т. е. мФнять свое положен!е въ 
пространств®. 


2. Она содержить нфкоторое количество матерут. 


Продполагають, го малер!я, сосредоточенкая около мате- 
Иальной точки, занимаеть столь малое пространство, что веЪ 
части этой матери ни по свойствамъ, ни по харацтеру дви 
жешя другъ отъ друга не отличаются. На основави сего 
допуснають, что матеральная точка не обладаетъ свойствомъ про- 
тящезности, 


276. Траекторля точки. Та геометрическая лия, через. 
точки которой посл®довательно проходить длижущаяся матс- 
р!альная точка, называется траенторею этой точки (прямая 
ливня, кругъ, зихиноъ, и. т. л). Говорять, что точка движется 
по этой траекторшм. Положене движущейся точки А на тра» 
ектори въ данный моменть движев\л будеть извЪфотно, если 
будуть извЪъетны: величина разстоящя точки А оть кфкоторой 
произвольной точки 0 на траектории и направлене, вь которомть 
лежитъ точка А относительно точки 0. Положительное или 
отрицательное число, модуль котораго изыфряеть, при помощи 
произвольной едилицы длины, разотоян!е точки А. отъ точки 0, 
будемъ означать. буквою $ и считать это число положитель- 
имыут, если точка А (Чер. 80) находится оть точки 0 въ одну 


Черт. 80. 


сторону, натр. въ сторону 04, и отрицательнымъ-—воли точка 
Анаходится по другую сторону отъ точки Р, напр. въ сторону ОР. 


Очезвндио, что число з предетавляеть криволинейную 
зоординату движущейся точки, в сама траекторля предотавляетъ 
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координатную линю. Напр, если бы движев!е совершалось по 
прямой, параллельной осн #, пересъкающей ось у ВЪ точкъ 0, 
то з представило бы абециссу движущейся точки. 

Если точка въ иачал движеня находится въ точкв 0 
и движется въ одномъ положнтельномъ (отрицалельномъ) 
направлеши, то 5, или |, предоставить число, измзряющее, 
при ломощи той же еднницы, пройденный эпочкою путь. 

Число, измвряющее путь, пройденный движущеюся точкою 
отъ начала движеня, означимъ буквою о. Въ послздующемъ 
цодъ словозгь „путь“ будем повимать число, пзызряющее 
этотъ путь. 

2177. Время. Каждому положению А движущейся точки 
на траекторгн соотв®тотвуеть время, очитаемое отъ какого либо 
момента. Время изызряется какимъ нибудь промемуткомъ 
времени, называемымъ, при измьреши, единицею времени. 
Въ послфдующемь, подъ словомъь „время“ будемъ понимать 
число, намвряющее это время. Если Т, есть время, соотвЪт- 
отвующее тому моменту, съ котораго начинаемъ разоматривать 
движеше, & 7 есть время, соотвЪтотвующее какому ви есть 
иному положено движущейся точки, то Г-- ТТ, веть проме- 
эжутокъ времени, протекпий между моментомъ начала движе- 
ня и моментомъ, соотв тетвующимь положено А.Эту разность 
озвачимъ буквою #. Обыкновенно время счнлается сл» того мо- 
мента, начиная съ котораго разсматривается движение; тогда 
То =0, и, слвдовательно, ? — Ту ==#= 7. 

278. Равномфрное движене. Очевидно, что координата 
зи путь в суть функции времени &, такъ что: 


8=А9, — «=. 


НростЪйшее двимеве будеть движен!е, при которомъ 
координата $ есть линейная фунищя времени & т. в. при ко- 
торомъ 


5=еа+И, . (0 


гдз козффищевты а и 6 ие зависять отЪ #, 
Назвавъ коордннату з въ началь движеня буквою в и 
положивъ въ уравнене (1) #—0, похутныь;: 


я, 
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И такъ, ноффиценть в предетавляеть начальную ноорди- 
нату двиокущейся точки, такъ что 


я 


“3 2 14. . @) 


Зыяснимь теперь механическое значене коэзффищенвта в. 


Обозначим  координату, соотвфтетвух шую времели &,, 
буввою в». Будемъ имЪты 


и-а-Н О, =а РИ а, вы =а РИ, 


отсюда 


Здфоь разности ,—я, из,—в, представляють приращоешя 
координать (положятельныя или отрицательныя, смотря по 
тому, будеть ли > о или < 0), соотв тетвующия промежуткамъ 
времени. 

Замфтимъ, что, при © >> 0, точка, двизжется въ положитель- 
номъ направлении, и указанныя разиости представляють прой- 
дениые пути; всли же р<.0, то точка движется вЪ отрицатель- 
номъ ивправлен!и, и пройденные пути представляются моду- 
лями указанныхь разностей. 


ПредъидулИя раведства даютъ: 


т. в. 85 разелилиривавлолмь двибови пути, пройденные точкею 
въ два какить ни есть промежутка времени, отновятея, нанъ 
эти промежутки. 


Если и ы-ь те 


я 3 6 — в), 


Т. ©. 45 разелиипривавмомь двиоюени пути, проходымые точною 

въ равные произвольные промежутки времени, равны между собою. 
Такое движене вазываетея равномфрнымъ. 

Воли Ц =Ь—ы=1, 40, какъ показываеть равенсево (2), 


Зв — 8. 
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И такъ, коэффициент 6 в% выражении (1) предетавляеть прира- 
цене кординания въ единицу времени въ любой моменть движет. 


279. Скорость равномфрнаго движенйя. Вообразимь 
теперь нъеколько равномфрныхь двнжен!!: 


а, за НВ в а... 


ГДЪ ВОВ в и воЪ Ь измфрены одною и тою-же единицею длины, 

Говорять, что эти движеня отличаются скоростями, Сноростью 
‘равнолизрноио Овиженйя называетея величина особой природы, посто- 
ячная для даннаю двносенёя и излизняющаяея отз одного двужензя 
нь друому пропорцонально козффищенту 0. 

Усталовивъ это опредълен!е скоростн равномЪриаго дви- 
женя, примемъ за единицу скоростей скорость какого нибудь 
равномёрнаго двизжен!я. Разсмотримъ два движенвя;: 


8=в-- М, ха’ 


н назовемъ числа, измВряюця ихъ скорости, буквами ь и +. 
По опредёлевю имЗемъ: 


Вообразимъ теперь, что скорость ®’ прннадлежнть такому 
движен!ю, для котораго 5’ = 1. Тогда 


Если теперь скорость +’ прямемъ за едниицу скоростей, то 
9=5. 


Результать этоть говорить, что чиеио, изливряющее скорость 
равнозизрнаяо движения: 


8=а--Ы, 


равно миелу 6, т. в числу, измтрлощему приращене координаты 
дежущейся точки в принятую единицу времени, вели за единицу 
скоростей эримемь скорость такою равнолрназо Эвиженя, 85 но- 
торолю это приращене координаты равно принятой одунлииь 
длины. 
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На основаши сего можемъ писать: 


Должно ясно понимать омыслЪ буквъ, входящихъ въ эту 
формулу. Вели, наприм®ръ, # изм®рено посредствомъ минуяны, 
а з, посредствомъ метра, то ® должио быть измърено скоростью 
такого равном рнаго движения, въ которомъ приращене к0ор- 
динаты въ одну минуту равно 1 метру. 

Ясно, что въ одном и толь оие равномьрномь движеши 
скорость " будеть выражаться различными числами, завися- 
щими отъ принятыхъ единицы времени и единицы длины. 


Символъ в = = 120 мм. 


будеть означать, что 9 развяется 120 скоростямъ такого равно- 
мВрнаго движенл, при которомъ приращеше координаты въ 
одну минуту равно метру. 

Та-же скорость выразится другимъ числомт, если возь- 
мемъ выЪфото метра дециметръ, а вм%оло минуты секунду, а 
именно: | 
дециматръ 


=20 савучдь 


20 дс. 


Взявъ производную функШи ==, --®ё по $, получямы 


й 


ты. 


Результать этотъ говорить, что скорость риеноливрнаго дви- 
Эжен, въ систее принятьхь единицы равна производной коор- 
Япниты двноюущейся точки по времени. 

289. Скорость неравномрнаго движеня. Положим, 
что координата з пределавляеть какую ни воть функцию. вре- 
мени: 


$=14). 


Разомотримъ какое нибудь время {, и обозначикгь соот- 
вфтотвующую координату буквою $» такъ что 


8р — Гу). 
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Дадимъ времени {, ифкоторое прирашеве А и навовемь 
А =+,. Соотизтотвующее приращен!е координаты з» выра- 
зится такт, 


кр = И(Иь -- \40) — Гр) = Г) — А) = 54 — 8 


Дель бы движене въ промежуток времени Аё, было равнолльрно, 
то скорость этого двиоюеня, въ сиетелиь прикятыхь единицу, опре- 
Эелилась бы отношенёемь: 


3 
ыы М 

Эта скорость называется средяею сноростью движен!я въ проме- 

зкуто5ъ ЛЬ, 

Сноростью двшженя вв коне промежутка #, или въ моменть Г!» на» 

зываетея пределе этой средней скорости, ть. е, пребъль отношещя 


А5 . 
К ‚ кода прометутокъ Му, или приращене времени #„ етремитея 
й 


хз нулю. 
Обозначивъ эту скорость буквою ›», получимъ: 
аул 
А» 
Съь другой стороны иредЪль этотъ есть производная функщи в 
10 Е при #1, И так 


вый ( ‚ когда Нил (А)=-0. 


==). 


Чазвавъ скорость, относящуюся къ какому ни веть моменту, 
буквою *, иолучимъ: 
и 


иг. 


Скорость $ для даннаго момента # будеть похожительною (отрица- 
тельною), сели, для значеня г, производная /(®) положительная 
(отрицательная), т. е. если приращене Аз коордиваты, при по- 
лолуительномъ 4% есть веничина положительная (отрицательная). 

ЕромЪф величины скорости разсматривается ея направлен. 
Направлешемь скорости въ данный моменть движешя ‘назы- 
застся патравленю касательной къ траектори въ точкЗ, зани- 
маемой движущеюся точкою въ разематриваемой моментъ, оди- 
наковое съ направлешемъ двизженя. 
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Если, напр, движущаяся точка, находясь въ нЪкоторый 
моменть {, въ точкБ 4, движется въ течеке нфкотораго про- 
межутка времени, слВлующаго за моментомь &, въ сторону 9, 
то вя скорость въ этоть моменть иметь направлене 44’. 
Если, наоборотъ, движущаяся точка, находясь вь нЪкоторый 
моменть $, въ точкв В, движется въ течене нфкотораго иро- 
межутка времени, едфлующаго за моментомь &, въ сторону Р, 
то ея скорость въ этотъ моментЪ имфеть назравленше ВВ’. 

Если на указанномь направлен и касательной отложимъ, 
оть точки касавя, число линейных единиц, равное числу еди- 
ницъ скорости, содержащихся втъ равоматриваемон скорости, 
то получимъ отрфзокъ, который, и по велнчинВ и по налрав- 
леню, прелотавить скорость лвижущейся точки въ разсматри- 
ваемый моменть. 

281. Прямолииейное движение. Если траекторя дви- 
зжущейся точки есть прямая лишая, то движене называегся 
прямолинейнымь. При этомь двнжеяши скорость всегда, напра- 
влена по этой прямой въ сторону движенья, 

282. Ускорен1е при прямолинейномъ равном%р- 
номъ пвижени. Если движене прямолинейно, причемъ 


=а-+ и, 
то скорость у не измфняеть своей величины, ибо 


= © =р= постоянному. 

Но она не измЪняеть и сноего направлен!я, ибо коорди- 
ната, * во все время двнжен!я возрастаеть или убываеть; влЪ- 
довательно, движене совершается въ одномъ направлени. 

Говорять, что уснореше зъ такомъ движены равно нулю. 

283. `Ускорев1е въ прямолинейномь разнопере- 
мённомъ движен!и. Положимъ, что движене соввртваетея 
по прямой ливи, при чемъ 


аи ее, 


ТВ @, 6, с суть числа, независящия отъ 


УЧЕОНИКЬ АЯТЕЗРЫ, и 
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Положивъ #-=0, получимъ з==а; слдовалельно, козффи- 
щенть  представляеть начальвую коордниату движущейся. 
точки. 

Скорость движевя, въ онстамЪ принятыхъ единицу, равна: 


Положивъ здёсь #=0, получимь == слфдовательно, 
коэффищенть 6, въ системЪ принятыхъ единвцъ, предетавляеть 
начальную скорость движешя. 

И такъ, 

=, На -- ей, Ф==8 + 264. 


Выяснямъ теперь механическое значене коэффищенте е. Раз- 
осматривая выражение скорости: 


2—6, 


зидимъ, что она иредотавляеть линейную функцию времени $, 
лодобно тому, какъ въ равномврномь движеи таковую же 
функцио представляла координата з==0-- 04. 

Прнлагая кь скорости © В же самыя разсужденя, которыя 
двлали, при изучен равномфрнаго движеня, относительно 
координаты *, приделъ къ слздующимь заключенязгь: 


ви ре ( — 1), и — ы 26. —Ы} 


и и 


—м ыы 


т. е въ разематриваемолмь двиоюенти приращеная скоростей, о. 
отавтетвующия двумь пролерюутналь времени, отноеятея, кан 
эти промежутки. 


Если ты ы юа- 


т.е въ разематриваемомь деиокенти приращеня скоростей въ 
равные произвольные ппомеоюутии времени равны между собою. 


Такое движене называется равноперемфннымъ. 


Если ить -Ьть то 


2е=ь, — 
= — в, 


КАСАТЕЛЬНЫЯ. 221 


г. е. коэффиценаяь с представляетиь половину пиирищеная скорости 
48 единицу времени въ любой моменть дешженая. 

Вообразимт теперь нфоколько равноперемыныхь прямо- 
динейныхь движев, скорости конхъ суть: 


в=-- 468, ®' 


ев... 


Говорятъ, что эти движеня отличаются другъ оть друга 
ускоренями. 

Уснорещемь ривноперелизннаю прялюлинейнаю движтеня на- 
зывается величина 0с0б0й природы, постоянная для даннаго дви- 
жейя и измфняющаяся оть одного движеныя къ другому 
пропорцюнально коэффищенту с. 

Уставовивъ это опредвлевше ускорешя, примемъ за единицу 
ускоренм ускорене какого нибудь равяоперемВнваго прямо- 
линейнаго движевя, 

Назвавъ числа, изм ряющея ускорен!я въ двухЪ движевяхъ, 
буквами ен №’, по опредфленио подучимъ: 


в _ 26 
г 90° 


Вообравнмъ теперь, что ускореше ж ирнкадлежить такому 
движению, для котораго 26'-=1. Тогда 


Результать этоть говорить, что число, немфряющее ускорене 
равноперемВниаго прямолинейнаго движешя: 


оао 


"= 


равно числу Эа, т. е. числу, намфряющему прирыцеше скорости 
движущейся точкн въ принятую единицу времени, если ва 
единицу ускорени принять ускорене такого равкоперемннаго 
движеня, въ которомъ приращене окороети въ едивицу вре- 
мени равно единидз. 

И такъ, въ систем принятыхъ единииъ, 


40 = 26, 
16* 
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и, слёдовательно, 


10 
ыы виа, 


Кели за точку 0 траектори примемъ ту точку, черезт которую 
движущаяся точка проходила въ момент { =0, 


[о 
ву Е, оф. (4) 
Движене, опредъляемое формулами (4), называется равноусно- 
реннымъ (равнозанедленнымъ), если 17 положительное (отрицательное). 
При ‚== 0 получимъ: 
46 
8-5 в, 9 = иб, 

откуда, по исключенш &, 


о узи, 


Зторая изъ формулъ (А) даетъ: 


4 
ж—*. 
1.6. въ снетень принятыхь единице ускорене въ равнопереливн- 
пом движенёи равно производной скорости по времени. 

Если означимъ отрицательное ускорет!е въ равнозамедлен- 
номъ движени черезт (--*), то получимъ: 


и — и. 


Означивъ буквою Г тоть промежуток, по исзечени котораго 
скорость о обратится въ нуль, найдемтъ: 


К 
отсюда =, 


%— и —=0 
и’ 


соотвфтетвенный путь & выразится такъ: 
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284. Ускорен1е при произвольномъ прямолиней- 
иомъ движен{и. Положиыъ, что скороеть + предегавляеть 
какую ни есть фуякцию времени: 


29. 


РавомотримЪ какое нибудь время &, и обозначимь осоотвЪт- 
отвующую скорость буквою ч», такъ что 


вр == (в). 


Дадимьъ времени &, нЪкоторос приращеве А, и назовемъ 
%--Аь=и. Соотвётетвующее приращене скорости ®› выра- 
зитея такъ: у 


Ар -- М) — 20) ==) — 9) =, — 4. 


Если бы движеше въ промежутокъ времени А было равко- 
перемннымь, то ускореве этого дзнжен!я, въ виотемь при- 
нятихъ единиць, опрелфлялось бы отноменемъ: 


м— ть _ А 
Ш А 


Это ускореве называется средним ускорещемь движеня въ 
промежутожь Ак. 

Ускорошемъ кахого ни есть прамолинейнаго движения, 65 конца 
промежутна 1, или въ моменть 1», называется предьль этого 
. Ар 
ореднио ускореная, т. е. предьль отношетя 2 х0зда промежу- 

этокъ Ав, иль приращене времени, №, стремится къ чулю. 


Обозначивъ эту скорость буквою и», получимъ: 
я 8 й = 
у = т (7 когда, т (А) =0. 
, 


Сь другой стороны предвль этоть представляеть производную 
в по # при =. Итакы 


рр ==" 6). 
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Назвавъ ускореше, относящееся кь какому ни есть моменту, 
буквою ю, получимъ: 


И 
и +" (0. 


Ускореше м для даннаго момента { будеть полощительнымъ 
{отрицательнымъ), воли, для даннаго значен!я #, производная 
$’) положительная (отрицательная), т. е. если приращене Аг 
скорости, при положительномъ Аё есть величина положитель- 
ная (отрицательная). 

Кромв величины ускорев!я разоматривается его направ- 
лене. Направлетемъ ускоревя въ данный момеять движея 
называется направлене Аг, 

285. Замвчан1е. Ускорене въ криволипейномъ движеви 
не разематриваезт: налца цЪль была не излагать началь механики, 
& только показать механическое значее производной, 
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ГЛАВА ДЕВЯТАЯ. 
Теорема Ролля, Формуль Лагранжа и Коши. 
3 1 Тооремь Родля, 


286. Фоорема. Еели, во первышь для двухъ значенй а и 
$ аргумента соотвтинетвующая значеня Р(е) и [Г(6} фуннии Ка) 
равны между собою, т, г. 


Ра) =70, 


%, во вторыоъ, функшя Г(2) изиветь производную для возысь зна- 
чек арзумениа д въ области: 


аа ь, (1) 


то Эля одною, пе крайней зибрь, значеня и, удовлетворяющаго 
неравенствамь: 


3и< в, (2) 
зроизводная {'(%) обрицается въ муль, т. в, уравневе 
Ра) =0 


эизетеь одно, по ирайней итрь, рузшенле, удовлетворяющее нера- 
венствамь (2). 


А. Геометрическое истолковане. Положимъ, чхо функщя у == Д{2) 
графически изображается (чер. 31) кривою №, имЪющею, по ус- 
У] 


Черт, 81. 


лов1ю, для нкоторыхъ абоциесъ: а=ОР и р=06) равныя ординаты: 
{== МР= М0. Такь какъ, по второму условю, функщя 
7(@) ямфеть производную для вовхь значеши аргумента: 


232. ГЛАЗА ДЕВЯТАЯ. 


===, то кривая имфеть въ каждой точк%, лежащей между 
ВГ и М, опредфленную касательную, изъ коихъ одна, по край- 
ней мфрё, будеть параллельна оси = (на чертеж двЪ каса- 
тельнныя параллельны оси 2’, а именно: 97 въ точкз Ни 5,7, 
въ точкЪ 9). Касательныя эти составляють съ осью # уголь, 
равный нулю, танеенеь которайо равенъ тапжв нулю; но ЭТОтЪ 
тангенст и предотавляеть аначене пропаводной той функщи, 
которая изображяетоя кривою, т. е, данпой функции, для зна- 
ченя аргумента, равнаго абециссв точки касавя. 


И лакъ, 
РОН) =Чапв Дб, 05) =0, Г (бу) == виа 2 (9, 02) =0, 


что и нужно было показать. 

В. Аналитическое доназательство теоремы, Такъ какъ, по усдо- 
вю, функщя [(т) иметь проязводную для воЪхь значений 
аргумента т въ области: 


==, 


то она есть функцря, непрерывная въ этой области, & потому 
иметь въ этой области наибольшее н наименьшее значен!я 
(183), которыя пазовемъ буквами Ми т. 
Если бы и= М, то 
арт) ==, 


т. в. для всей указанной области имфли бы: 


[(®=т== постоянному, 
и, олЪдовательно, 
рф 
т. е. теорема ямфла бы мото. 


Но положимъ, что № не=т. При этомъ предположения 
по крайней мфрЪ одно изъ чисел 27 и я отличается оть {(@) 
я /(Ф), ибо, по условию, {(а)-=1 (6). Полотимь, наприм®ръ, что 
М отличается отъ / (а) ={ (5). Число` М предотавлиетъ, слдо- 
зательно, значеше функши по крайней мфрВ для одного изъ 
значений аргумента, удовлетворяющихь условш: 


а%8<в. 
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{ЭдЪеь анаки = опущены, ибо, по предиодоженю, М не =/ (а) 
п вс (5). 
Назовемъ одно изъ этихь значений буквою с, такъ что 


МР). 
Докажемъ, что Ё' (в) =0. 


°Для сзй цфлн раземотримъ два отвошеня: 


Рети —Г@ _Гети-м [емо ЕЮ -И 
й о —? —1 ` 


тдЪ (—1Л) есть беакопечно малое положительное число, 


Привнмая во внимане, что е—Я н в-- А, при достаточно 
маломъ й, удовлетворяють условямь: 


дель, и е--й == 5, 


к 110 М предотавияетъ наибольшее значев!е фувкуи А2) въ 
области: а=2=5р, ваключаемтъ, что 


ЕЕ —М=0, Ва) —М=0; 


сладовательно, начиная оъ иЪкотораго, достаточно малато, А, 

первое изъ написанвыхь отношен! есть число неположитель- 

н09, второв изъ отколнен- нвотрицательное. Но, по усховйо, функ- 

щя (2), при «==, иметь производную, а потому каждое изъ 

вышеналисанныхь отношенй, при стремленш 7 къ пулю, стре- 

мится къ одному и тому же предфлу, представляющему Г’(е). 
И такъ, 


и в о 


0 


Для того, чтобы эти два результата существовалн со- 
зыфостно, необходимо долустить, что 


Ее) ==0. 
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Итакъ, положивъ, что М отличается отъ Га) = КФ), дока- 
зали теурему. 

Не трудно доказать справедливость теоремы при предпо- 
ложени, что не М, а т отличается оть Ка) и Дё), видоизмЪ- 
нивъ доказательство такимъ образомь: равенство 40 = /(е) за- 
мЪнить равенствомъ: 


в == Де) 
и равемотр8ть отношенйя: 


ет 
в 


которыя приведуть къ результатам: 


гов» [+= 


Те = т [= о] =, 


1-9 
требующизмь, для совмфетнаго существован1я, чтобы 
9-0. 


Нтакъ, теорема, извфотная подъ именемъ теоремы Роляя, 
доказата вподнЪ. 


Примёромъ можеть служить фувкдёя: у == Вх. При а= 


и производная ея, С08 м, обращается въ нуль при 2=5, ле- 


5: 
и 0= в. 
287. Сябдохве (теорема. алгебры). Исли алеебраияеское урав- 
нензе; 


жащемъ между в == 


Ко) даа" +... а. аа, =0 
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илизетив Эва вещественныхь ворня а и 0, то производное уравнеше: 


Ре) == па, "пая... а =0 


пиветь, по крайней орз, одинъ вещественный хорень 6, заклю- 
ченный мвоюду а и 5. 


Й въ самомъ дёлВ, по условю 


Ка) — КО) 


слфдовачельно, на основаши теоремы Ролия, вуществуетъ та- 
хое значене аргумента в, заключенное между ви 6, при ко- 
торомъ 


го 


Равенство это говорить, что с есть корень уравнен:я 


. Ея) == 0. чит д 


Примёры. 1°. Уравнене: 2*— 32’ —4=0 имветь четыре 
корня: а, = 4 а, = 14: — — 2, 2, =--%, ИЗЪ КОИХЪ ДВА 
корня: —2 и -- 2 вещественны. 


Произзодное уравнене: 4 5* — 6х 


0, м =-- У 


чем не только одинъ изъ нихъ, & всв мри лежать между 
вощественными корнями: —2 и + # предпоженнаго уравнешя. 


0 иметь три зеще- 


ственныхь корня: в =— И А 


27. Уравнон!: ий аа = 


имВеть три вешественныхь корня: м, ==-—1, в, == +1, д. ==2. 

Производное уравнеше: 32° —42—1=0 имЪеть два ве- 

—ит аи. 

щественныхъ корня: я; = 2 и р АЕ 

вый лежить между корнями: —Ё и +1, а второй — между 
хкория: ЕТи +2 предложеинаго уравневя. 

288. Примзры непримфнимости теоремы Ролля, 

1°. Положимъ, что область иепрерывнаго аргумента, такова: 


изъ коихь пер- 
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и положимъ, что функщя /(=#) для этой области опредфлена, 
такъ: 


[5=—7 для Векь 


Г) =1 14 длЯ и=4, 


2—3 длЯ 4 я 9. 


Фуныця эта имфеть производную: 


1 для $ тя 


и, будучи разрывною при 2==4, пе иметь ея при этомъ ана- 
чение аргумента. Видим, что производная, въ указанной обла- 
сти аргумента, пе обращается въ нуль, а между ®мъ: 


Теорема Ролля не иметь мВота. Причина заключается 
въ несушществован!и производной при = ==4 волёдетые разрыва 
фупкщи при м-=4. 

в 
20. Разсмотримъ функцию #(2) === для области: 


Функшя эта воть функшя хотя & непрерывная, но неим»- 
кщая производной при 2 -=0 (210, 45). Для вефхъ остальныхъ 
звачен\! аргумента производная существуеть и равна 


1 


Г®-3а 


Но она пе обращается въ нуль въ указанной области, ие смо- 
тря на то, что 


ое 


Теорема Ролля не иметь мЪота, и причина заключается 
вЪ несуществован!и производной при 2 = 0, лежащемь въ ука- 
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зввной области. Въ тВхъ областяхъ аргумента, которыя не ва- 
ключаютъ 9, производная не обращается в нуль, хотя и оу- 
ществуеть, но причина заключается въ томтъ, что зкаченя 
функщи иа границахь этихь областей неравнн между с0б0ю. 
3°. Равемотримъ функщю (=), опредбленную такызмь об- 
разомъ: . 


[2+3 для 0 = 


Ра) = 
—#+5 для 


Хотя фушещя эта есть функшя пепрерывпая въ области: 


0252 


и хотя Но) ==Р (2) =3, 


но, тВыъ ие менъфе, теорема Ролля не прилагается, ибо; 


„|? для оча=&, 
2 
#'’(®=1 не существуеть для в ==, 
з 
—1 ДЛЯ 3 3251. 


изводЕой при значени с 
области аргумента, 


$ П. Фориулы Лагранжа и Комя. 


289. Формула Лагранжа. ли фунюия #(+) иливеть 
производную въ области. арзумента: 


ви = 0, 
78 


Оы С 
На =, 


20% в веть мвноторое реднее чцело между а ц $. 
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И въ самомъ дЪлЪ, составимь функц: 


вед а — А ра), 


Эта функшя 1 (2) удовлетворяеть условяыъ теоремы Ролля, 
ибо: 
1°. Она имфеть производвую въ области а=5 =, в 
именно: 
и и) 7—2) 
Р-Р”. 


=. та = Роу, 


СлЪдовательно, производная ея #2) уничтожается для 
иЪкотораго вначешя х==е, лежащаго между # и #, Итакъ, 


во =го- = 


отеюда: 


ОН й 
= == (2). ччитд 


Формула эта извфетна полъ именемъ формулы Лагранна, 


290. Формула Котпи. Если 9в% фуниши: (%) и (2) нлизютиь 
ароизводныя в® области арзуивниии 


ар 


п вели въ этой области производная ‹'(®) не обращается въ 
нуль, то 


298 в есть нлъкоторое вредное межвду в чё 0. 

П въ самомъ дЪль, зомфтивъ, что $(6} не == (а), ибо, въ 
противополознномтъ случа, производная ©'(), по теорем Ролля, 
упичтожилаеь бы для нЪ»когораго значея, лежащаго между 
а и, что противор8чило’ бы условшо, равомотримъ функдро: 


ва па) — По ЕВ [ 6—6]. 
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Функщя эта, для области: а == == 0, удовлетворяеть усло- 
вямъ теоремы Ролля, ибо: 


1°. Она имфетъь производную: 


Р-НЕ 99. 


2. Ка) = Е@)==0. 


Сл®довательно, ея производная должна обращаться въ 
луль при ифкоторомъ значеши и ==е, лежащемъ между виб. 
Итакъ, 


в(д=Р®— ПоВыАСЗЖ =(е) 


2) — ® 
отеюда: 
Формула эта извФелка лодъ именемъ формулы Коши. 
Замвтимъ, что, положивъ въ формуль Коши: 
9) = и, олъдовалельно, 8) =1, 


получимь формулу Лагранжа. 
291. Теорема. Для 100, чтобы фунишя [ (т) предонавляль 
постоянное число въ облавти араументи: 


достаточно и необходимо, чтобы ея производная была равне нумо 
въ этой области. 

Докажемъ достаточность условя. Необходимость этого условя 
была устаповлена выше (214). П такъ, положимтъ, что, въ ука- 
занной области, 


Ра) =0, 


и возьмемъ изъ этой области два произвольныхь числа и р, 
Формула Лагранжа даеть: 


га —го=е-вго, 


240 ГЛАВА ДЕВЯТАЯ, 


ры: в есть среднее между ии а савдовательно и среднее 

между а п в, а потому, по услов!ю, (с) =0, и, слвдовательно, 
Ко Г) =, И ==ИФ), 

что и требовалось доказать. 


292. Слёдотв1е. Для 1020, чтобы дет функние Р(т} и [ (2) 
отличались, въ области ареументо: 


дизиь постоянным слазавмылв, довлиеточно и необходимо, чтобы 
производныя ижь были равны в5 этой облаети. И въ самомъ дЪлЪ, 
разсмотримъ разность: 


РГ 


$). 
Для того, чтобы она была постоянна, достаточно и необходимо, 
чтобы 


ое) = Ре) Рад 


откуда 
Е) =[ о). Ч. в, т. д. 


$ Ш. Признаки возрастан!я и убыван!я фуики!й, 
293. Опредфленйе. Функшя [(=) называется возрастающею 


(убывающею) въ области непрерывнаго аргумента: 


вели разноети: 
Рот — Ге) к 


05 гу м =, суть два произвольныхь значенёя изъ указанной области, 
з.мпот® одинаковые (противополонные} знаяи, зн. в. если 


ды 


а: — 


(1) 


Ел 


Въ этомь 8 будуть даны признаки возрастах (убыван!я) фунерИ 
въ области аргумента. 
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294. Теорема. Для 71020, чтобы функи:я [(2), инпющая 
прочаводную Ра) въ облаетии аргумента: 


в: 0, 


была функитею возрастающею (убывающею} аз этой области, достаточно 
и необходимо, чтобы вя пронаводная была положительною (отрицательною) 
въ этой облавти, причень она ‚ноженть быть равна нулю бля отдЪль- 
ныхъ значений ареумента въ этой области. 


15, Условйе это достаточно. П въ самомъ дЪл, положимъ, что 
Горе , [а <0} 


для указанной области аргумевта. Взявъ два произвольныхь 
числа 2, из) изъ этой области, по формул Лагранжа (289) 
получим; 


Каз) — И) == (и, —®) Г), 
ГДЪ с веть среднее между 2; и =,. Отоюль будемъ имЪть: 


Иа — №9) ро (<, 
2—9 
г. е. функщя Аз) есть функщя возрастающая (убывающая). 


Сдфланное заключене остается оправедливымт и въ томъ 
случа, когда (=) =0 для отдёльныхь значений 2. 


Въ самомь дъль, положим, что 22) обращается въ нуль 
при 
2, Чо 
причемъ у 
<<... Зы 


а для другихъ значени х въ указанной области {’(&#)>0(<0). 
На осповаи формулы Лагранжа будемъ имфть: 


Ка) — 1) >0 (<), 
! Ка) — 1 а)>0 (<0), 


И.) — ((@,)>0. (<0). 
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Сложивъ’ эти неравенства по частямт, получимъ: 
в) — Г) >0(<0) при >, 


что и требовалось докавать. 

20 Услоне это необходимо, И ВЪ самомъ дЪл, положимъ, 
что /(=) есть функщя возрастающая (убывающая) въ указанной 
области, такъ что 


слфздовательно, 


бт Е — 76 | 


У 


а) = 0659), 


. Ш а 
ро | + И и? 


зе 


что и нужно было показать 
295. Примёры:. 1°. Разомотримъ функцио: 


у==аж-+ 0, ГДВ а не равно нулю. 
Производная -оя есть: у = - 


для воякой области аргумента; опа бол%е (мене) нуля, если а 
положительное (отрицательное); сл®довательно, разоматривае- 
мая фулешя есть функщя возрастающая (убывающая) для 
воякой области аргумента, если а болфе (мензе) нуля. 

.2°. Вовьмемъ функцио (176, 5%): 


Кай ее, тдФ а неравно иулю. 
Производная ея есть: 


тая в. 


р 


Если а>0, то [(2)>0 , когда 2> — и 


7’) < 0 ‚ когда #< —# 
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Если а<0, 10 {'(=)>0 , когда х< — и 


, 

54, 
й 

< , когда "> — 5, 


Видимъ, олфдовательно, что разоматриваемая функщя есть: 
1), при а>0, функшя возрастающая (убывьющеял) въ ‘области: 


ь 
—_2 <“ 
> — 5 < в) 
2), при а < 0, функщя возрастающая (убывающая) въ области 
‚5 
@>— 
й й . 
Что же касается зивчешйя = — 5, то функшя, при перехо- 


ДЪ аргумента черебъ это значение, м%няетъ, при@> 0, состоя- 
я1е убываяя на состояве возрасташя и, при а<.0, состояще 
возраставя на состояе убываня. 

Замзтимь, что это значене обращаете производную въ нуль 


89, Разомотримъ функцию: 


(о) = ай — 548 — 2047 -- 1102? — 1302-20. 
Производная ея воть: 
[ад ==30 (и вай ви 118 —6) ==20(#— 1)? (#-- 2) (#—3). 


Гань канъ: 


Г > 0 для области: —0=#<— 8, 
Р® <о для области: —2 <<, 
Р® >09 для области: 33, 


то /(2) есть функщя возрастающая, въ первой и третьей областяхь 
и убывиющая во второй области. Что же. касается значенй: 
#=—В ид=8, 10, при переход® аргумента черезъ эти зна- 
ченя, функща м%няеть соотвфтетвенно. соетоянзе; возраста я 
на соотояше убываюя и состояне убываня ия соотоян!е возра- 
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ставя. Другихь значен!й аргумента, при коихь функшя м%- 
пяла бы свое состояне, ве существуеть. 

ЗамЪтимъь, что 5-3) =/З) =5, 


т. в. ТВ знвченя аргумента, при коихъ функщи мФаяеть евое 
состоян, обращають ея производную въ нуль. 


Видимъ, однако, что хотя ввутри второй области произ- 
водная [’(=) обрыцается также въ нуль при = та 


Ра) =6, 


на, при переход аргумента черезъ это значене, фувкщя /'(2) 
не мьняеть знака; слВдовательно, /(2) не мфняетъ своего со. 
отояшя. 


47. Разсмотримъ функцию: Ра) Эша. 
Ея производная есть: Г) = Сова. 


ИзвЪетно, что 


1) == Сова > 0, воли т-- 1 Кит, и 


Г) = Сова < 0, ооши зп --Т ца 


тдв # произвольное цёлое. Отеюда слздувть, что Зв 2 воть: 
1) фувшкщя возрастающая для каждой изу, областей: 


х 


ит кака |: 


2) функщи убывающая для каждой изъ областей; 
ы В 
эт ка. 
Что же каовется значенй; 


= Е т 
2—1 дк --3, 3 ната, 


то раземалриваемая функщя, при переход аргумента че- 
и 3-3. -т, иъняеть состоящя убыва- 


резъ значеня: Эйт — 
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ня иа состоя возрастан!я: при переходь же аргумекть 
черезъ значешя: 2ёт-- > мфняеть состояшя возрастаня на 
состояя убывашя. 

Замфеимь, что производная обращается при этихъ вна- 
чеяхъ въ нуль, ибо 


Соз ы _-= } =0, (оз [ 


=--8 2) =0, бов (а 1) 0, 


5°. Разсмотримъ функцию Из) = па #. 


Ея производная будеть такова: }/=) == 


Видимъ, что производная эта, для всякой области аргу- 
р 1 
мента, но заключающей вначенИй: (+3) т, есть положитель- 
ное число; олЪдовательно, яъ этихъ областяхь фуницёя возра- 
спипощая. 
1 

При переходъь аргумента = черезь значене: (- + Бы функ- 
ця претериЪваетъ разрывъ непрерывности, переходя изъ е0-. 
состоя я возрастаня опять въ состояне возраставя, причемь 
ея производная также претерпвваеть разрывъ, будучи до рав- 
рыва и иосл» разрыва пололеательною. 

6". Равомотримь функцию: 


Ее =1— Соза 


Производная ея такова: 
= 


Нели х>0, то {/(2)< 0, и, олфдовательно, функщя Цз), 
при воякомъ иоложительномъ а, убывающая; но, при &—0, она 
равна 0; стВдовательно, при веякомъ положительномт, =, имъемь: 


Зта— 


а 


1 — (082—506, откуда 1> Си >1— 
Неравонотва эти имоть мВото и при отрицательномъ г. Ц въ 
Фамомъ ДЪлЪ, тогда можемъ пиеать: 


1268 (-9>: 9 
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или, опять, 1>008#> 1—5: 


Напф., 1> 0081 >1-— 


7. Разсмотримъ фукцю: 


Из) 


з 
— = — 5Ш =. 
6 


Она даетъ: 


[’@) = 1 — бов — 
Сейчасъ показали, что 
1/(х) = 0 при 20. 


Отсюла сльдуеть, что денкая функшя, при'#>9, есть 
фунющя убывающая; но, при х == 0, она равна 0; ед®довательно, 
пря =>>0, она отрецелнеленая. И такъ, при веякомъ положи- 
тельномЪ 2, имземъ; 


2 с: — а - 3 
=— у Шах откуда 03 —Бши<у, 


т. е. разноеть ‚лежду поломтельною Зузгою в ея синувощь менлье 
куба дузи, раздвленнит на 6. 


Неравенотво это даетъ: 


ем <: 
#— у<бша< к. 


Наприм% ръ, 


2 све 
350 `—_ бб < < за. 


Если #<0, т, е, (—#)>0; то неравенства изызняются 
такимъ образомъ: 


(-9— С < 8 (1) <— „ или ое < ше <, 


откуда 


= <8ше <". 
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8. Равсыотримъ фуикци: 


Ка — ие (1+2), Е(а)==е— 108 (1 +4), 


имфюния омысль только при #2 — 1. 
Производныя ихъ таковы; 


РА 
ет Р-р 


Видимъ, что, при #20, 
Ра) >о, Е) <0. 


СлЪдовательно, въ области: 220, первая (вторая) изъ 
данныхъ функцйЙ возрастающая (убывающая); но, при #==0, онЪ 
06% равиы нулю; слдовалельно, при #>0, 


Г()>0 и Е) < о. 


И такъ, при воякомъ положительномъ э, имфемъ: 


#— 105 (1+2) >20, 5-Е (т) < 0, 


откуда получаемь замфчалельныя неравенотва: 
Н 
2—5 <051+2)<=. 
Напр, <<. 


Прин #<0 06% производныя отрицазельныя; олЪдовательно, 


Р®)<0 и (<, всли—1<7<6, 


т. 6. 

#— 08 (141) <6, виа < 
отсюда 

2<108 (1+8) < 0, "фев атя < о. 


Напр. (Вне) ть 1—1) <105 3щ < 0. 
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РЛАВА ДЕСЯТАЯ. 


Вычислен1я синусовъ, восинусовъ, логариемовъ и 
числа =. 


$ Г Вычислен1я синусовь и восинусовт. 
296. Неравенства, которымъ удовлетворяють си- 


нусъ и косинусъ наной ни есть дуги. Разомотримъ двЪ 
фуякци: 


. #7 в арм 
[76 78 Ь ГВ". ео пы 
(А) 
| Сова [1— ь Е 
ГР | таг 1.2.8... 9р| 


представляющая разности между Эт л и Со 2 и цзлыми мно- 
точленами, причемт положимъ, что 


Эш #— в, Е, (@) == б08 2—1, 
Взявъ производныя каждой изъ этихъ функц, найдемъ: 


ам 


. , 
бов ее Е, (9) 
2-8 | ш-- 1, ® 


Полагая въ этнхь равенствахъ послъдоватольно 2==1,2,3,... 
р—ь р, получимь: 

Рф =— 2) , [1 (@) = 7), 

Ев) =-- В ®) ‚ т РЕВ), 
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г. ®@=—Ф 


2) ‚ Ра) = 22); 

И ИА . ИА (В) 
Е’), РЕ, Ц 

г, ф=—1) , РЁ, ®=РЫЗ). 


Положимъ сперва, что 2 Число, положительное, отличное оть 
нуля. Привимая во внимаше, то 


0 —№(2) 
2) функции /(2) и ЕР\(т) равны пулю при в==0 н при 
всякомъ р, т. е. р (0) ==0, Е, (0) -= 0, 


получим, при помощи равенствъ (В) и признаковъ воз- 
расташя и убывашя функций (294), посл довательно: 


— ЗМ 2, и, слЪдовательно, — (а > 0, 


19. Р(&) >06, 1. (2) возрастаетъ; слздовательно, Ё\(2).2-0; 

25. (е) >09, Ё(@) возрастать; елфдовательво, (7.0; 

3. (г) со, (=) убывает; сл довательно, Вии: 

4%. 1/9 50, 1(®) убываеть; сиЪдовательно, (2); 

50. №2) 20, (2) возрастает, слвдовалельно, :(2)20; 

5°. (в) >20, (=) возрастаетгь; слъдовалельно, /1(5:)20; 
итд 


Результаты эти, вмБотф съ веравенетвами; 
®(#) < 6 Во (2) < 0, 
говорять, что 
=) 
гд% верхне знаки соотв®тетвують ф нечетному, и нижые —р 
четнону. 
И такь, получимъ: 
фм) о и рн) =0, 
Ея) 0 и Рун (и) 50, 


0, Е» (2) =: 0, [692 


тдЪ верхь!е знаки соотвЪтотвуютъ р нечетвому и нижЕ!е —р 
четному, 

о Вамфнивъ символы, помфщеные въ лЪВЫХЪ ЧаотяхЪ. сих 
неравоиствь, ихъ значещями (4) и перенеся многочлены, 1о- 
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мьщенные въ лВвыхъ чдотяхь сихъ неравенствъ, въ правыя 
части, получимъ: 


гдЪ верхые знаки соотв®тозвують р четному и вижне —р 
нечетному. 

Если х есть число отрицательное, то верхя]я неравенства 
мфняють янаки, нижне остаются безъ перемВны. И въ 
самомъ дзлЪ, при отрицательномъ =, число (—=) есть число 
положительное, а потому для (--=) можемъ написать предъ- 
идувия неравенства. Написавъ ихъ и замтивЪ, что 


Ящ(—=) =— Эша, С08 (-— =) = (С08з, 


и 910 члены многочленов, помбщеныхь въ первыхъ перавен- 
отвахъ, перемфнять знаки, а во вторых неравенствахь сохранять 
ихъ, увидим, что верхия неравенства перемфнятъ омыолтъ, 
а нияния его охранять. 

При 2=0 неравенства обратятея въ’ равенства, 

Неравенства (С) замфчательныя; они говорятт,, что трансцен- 
дентныя функц: ЗН я и С08х заключены, при всяком г, между 
двумя цзлыми многочленами, 


297. Вычислея синусовь и косинусовъ. Неравен- 
отва (0) дають: 


Е алр-+ 
р Зо РЬ та. А 
Совет м д __ Ир 
15 т Га = 1.9.3. 
тдъ 
8 
охАе ® 


728. бр 


причемь верхн!е знаки соотвфтотвуютъ, при 2>>0, р четному, 
нищие — р нечетному, а при а <0— наоборотъ. 
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Изъ тригонометр и извЪетно, что, зная тригономегрическя 


фуякщи дугь, заключенныхь между би д, можЕо вычислить, 
при помощи ариеметическяхь дВИствШ, тригонометричесвя 
функщи вофхъ дугъ. 


С ДВ 0 и <опо- 


Положивъ, въ формул (2), 2 5) 


лучимъ: 


зы зры 
А =.’ 


8 | (оо. 


Я ЕреанИ 2) 


Го а ны (6 


(Е) 


ра вым энчые орз 


ль о<а иди (8) (1); 2< < тат (8) (5) 


По огимь формуламъ и производятся вычисленя сину- 
совъ и косинусовь положительныхь дугъ, меньшихь 45°. 
Замътимъ, что въ правыхъ частяхъ достаточно взять не- 
польшое число хленовъ, если не требуется получить М хи 
Сов # съ громаднымъ количествомъ десатичныхь знаковь. 
298. Примфръ. Вычислимь, напр, Эт х. Для сей ли 


положим, въ первой изъ формулъ (2), 
3 членами, 410 Дасть: 


Вто 


тдь 


Имземъ: 


0,157079681 < Е. < 0,157079682 


— 0,000645965 


ы (5) <-.0,000645084 


з 
-- 0000000796 < :) (5) <-{-0,000000797 
А 


—0,0000000005 < — < 0. 
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Сложивь эти неравенства по частямъ, найдемъ: 
0, 156 484 46< Я 9°<0, 156 484 47. 

И такъ, 811 9°—0, 15648446, 

съ точностью до 0, 00000001. 


299. Разложеня синусовъ и косинусовъ въ ряды. 
Равевотва (1) дають: 


Покажем, что, пря данномь х н при безграничномь воя- 
расташи р, правыя части енхъ’ неравенотвь огремятея къ нулю. 


ПН въ самомъ дол, патисявт: 


РВ 


+) 


и припявъ во внимаше, что, пакъ бы не было велико 2, дроби, 
помфщениыя въ правой части, уменьшаясь, становятся, начи- 
ная съ нЪкоторой, при достаточно больномъ р, менфе 1, за- 
ключаемь о справедливости сказаптаго. 

Результать этого говоритъ, что 


Эта Ма - 


р Н 
. Е 
ов = ен. СИ И 
Сози пот [1 Вт (—1} т 


Обикиовенио равенства эти пишуть въ таком видЪ: 


в ; 


Упа=е— 


Соза=1— 
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называютъ правыя части рядами, а дЪвыя части, г. е. Ваши 
С0з х, суммами этих рядовь, и говорять, что фуницёи сннуеъ 
и косинуеь разлоланотея, при велкомь г, въ ряды, преВетивляюще 
чиедые. инозочлены съ безконенио болышиль числолмь членовъ. 

На основави сего можно сказать, что функц Ан и 
Совзж сута. цтлыя фунийи арзуленто. 


\ П. Вычиолен1я логариомовь, 


300. Натуральные логариемы. Разомотримь дв фун- 


ки: 
ль о ар 
Ре Н.Н. 
(А) 
__ 1+. [2 ие) Зам 
{ Пе = * — 2 (51 5+. . НЫ) ЕЯ 
в КоихЪ —1<2<ь (а) 
Взявъ производныя этихь функ, получимъ: 
= 2—2 —,.. — 2 › 
й Виан 2 (2-8) ара р зы . 
К-т ар 


Разоматривая ихъ, видимт, что, при условяхъ (а), 
Иф>о Е < о; 
(при +=0 06% функщи обращатся въ нули). Слёдовательно, 


{(®). .овозрастимощая, Е(®).. . убывающая; 


во (0 =0, Е (0) = 
& нотому: 
> Хи) < 0, вели #>0, 


и <, #(®)>0, если 250. 
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Замфнивъ символы, входяще въ эти неравенства, ихъ 
значенями (4), получим: 


ве 22 
) Зри рав 


тдЪ верхние (нпин!е) знаки соотвгствують #20 (#<0), 
Неравенства, эти говорят», что 


(В) 


Зае--3 


тд 0<А “вая 


причемь верхний! (нижнИ!) анакъ соотв®тотвуегь 220 (#< 0). 
Такъ канъ 2: <1, 10, при досталочно больлюмь р, А мо- 
жеть быть сдЪлано сколь угодно малымъ. 


ем, 


Половивъ: — 


тдф № произвольное положительное число, получимъ, что 


#1 


и, слЪдовательно, не выходить изъ границъ (а). 
Отсюда сл®дуетъ, что формула (В} можеть быть преобразована 
въ таковую: 


рее 
и 
ша (У 


1. 
причемъ знакъ -- (-—-) соотв®тотвуеть случаю Я т20(< 0). 
Формула эта повволяетъ вычислять логариемы чиселъ со сколь 
Угодво большою точностью. 


Положивъ въ этой формул: 


и — 
Ура) 


=: т» откуда 
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получимъ 
(0) т 2 [1 + 
гдъ —1 < <1 
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Формула эта удобна для вычислени, когда а есть цзлое 


число. 
в=8, найдемъ 195 8, ит. д, 


Ноли в2100, то, положивъ: 


2. 


Положивъ, напр, а==2, получимъ 108 8; положивъ 


ет тг ` < 0,00000000005. 


1 
в’ 


< 0,0000000000007. 


. Вычислен1е иатуральнаго логариема 10. Оче- 


найдем Ах 
ели а : 
а 1 
105 а—1 
получины 452 2. 1 ет 
10000 ` 10000 — 
видно, что 


106 Ю= 1021 


+ ра, 


т . 10 
Для вычиоленя 18-5 досбталочно взять въ формул (0) 


а=9, а для вычисленя 1092 достаточно взять въ той же 


формул а==8, и тогда 
5 10-21439) 
1 ( 


В т 
++; 
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Возьмемъ въ первыхъ скобках р==-4, а во вторыхъ р==9, т.е. 
возъмемъ: 


21 


5} 
в 10 а 


+45 


1 


ДВ ИА, 


Вычисляя каждое слагаемое, помфщениое вь правой части, 
получимт: 


0, 22222222222 < = < 0, 22222222223 
0, 00091449474 0, 00091449475 
0, 0000677403 0, 00000677404 
9, 00000005978 0, 00000005974 


0, 00000000057 <= с 0, 00000000058 


95" 
0, 00000009000 ды < 0, 00000000001 
2, 00090000000 = = 3, 00000000009 


9, 07407407407 0, 07407407408 


00493327160 


0, 00498821161 


0, 00080192681 0, 00089102632 


0, 00008887017 < а < 0, 00008847018 
0, 00000807910 0, 00000807911 


00000028945 


> 


00000026949 
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0, 00000002787 22 < 0, 00000002788 


> 


‚ 00000000278 < нзв< 0, 00000000274 


, 00000000027 рав < 9, 00009000028 


‚ 00000000000 .. <. 84, < 0, 00000000004 
Слонивъ эти неравенства по частямъ, найдем 
2, 80258500989 <109 10 < 3, 30258509808, 
т. е. 10& 0-2, 30258509 
1 
съ опибкою, мевьшею пу 


Для опредфлея модуля М (204) обыкновенныхь лога- 
риемовъ пишемъ: 


ем .. 1 
3, 8095855509808 <и= 09 10 ^^ 9, 809585509259' 


или 0, авар < М0, 4849945, 


откуда М==0, 4342044 


съ точностью до а" 

302. Обыкновенные пхогариемы. Умноживъ 06% части 
равенства (С) на 4, получимъ формулу для вычислетя обывно- 
венныхь логариомовъ, а именно: 


2 


ор м [а (+. вн 


ТД А< М. 0, 09000000005, 
Еевли @ те 10000, то 
ЗМ 
Та рее == А, 
ГД АМ. 0, 0000000000007. 


48 
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Пойоживъ, напр, а= 10001, получиыъ: 


2 
Тов 10002 — Чад А+, 


Напитемъ: 
4,0000000000000 == 4 == 4,00000000000%9 
0,0000000000000 < А < 0,0000909000004 
4,0000805602813 < Лт < 0000068509814. 

Сложинъ по частямъ, найдены: 

4, 0000968502813 < 08 10002 4, 0000908502818, 
такЪ 910: 
105 10002 =4, 00008680281. 
Для семизначнаго лотариома можемьъ взять: 


Тов 11002 ==4, 0000889 


съ отибкою, менынею а 


$ ПЬ Вычиоленйе функщи ©”. 


303. Границы, между которыми заключены зиаче- 
я фуницфи е”. Равсмотримъ двё функши: 


А = эн за 
Пре 1-я в арр, 


(ве 1—ж— > 


(2), 


вез стаи 
71.8.3281) 


ов 


— В (@®)— г 
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Полагая въ этихт равенотвахъ послдовательно! 


91,2, 8,6 я— 1,9, найдемъ: 
ф=е- ‚ фе р 
г. @=6® ‚ № ®Ф-Ам-® , 
Г, ®=Е@) ‚ фею 
иш-ьы ‚ ое ®- , 


(а) = фь (#) ‚ (в = а 


г, фе о  ,  РО-Е-®-реа 


А. Положимъ сперва, что = воть число положительное, 
отличное отъ: нуля. Принимая во вииман!е, что: функши /, (2) 


и ГР, (2) равны иулю при 2=0и при воякомъ п,т. ©, /, (0) =0, 
Е» (0) =0, 


получимъ, при помощи написаниыхь равепетвь, и при- 
знаковъ возрасташя н убываыя фуикщШ, послвдовательно: 


19. #') >09, В (@) вовраотаеть; сльдовалельно, / (2) >0; 

2. Р'()< 0, №2)  убываеть; оп®довательно, №, (2) < 0; 

83°. {',(2)>0, Ё(®) возрастаеть; сл довательно, (=) > 6; 

4°. Р.(®)<0, Е)  убываеть; сп довательно, №; (2) < 0; 
итд. 


Продолжая разоуждать подобнымт  образомъ, увидимъ, 
что во функши / положительныя и всЪ функши Р отрица- 
тельный. 


„Итакъ, получимъ: 


[№(2) >60 ‚ (в) < 0 . если #>0. (а) 
18* 
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В. Положимъ, что 2 воть число отрицательное. 

ЛВ-же равенства послВдовательио дадутъ: 
15. Гу), К) убываеть; сяфдовательно, (2) >0; 
2. Р' (2) >20, Рь(=) возрастаеть;, слфдовательно, № (и) < 0; 
3°. (20 В (=) возрастаеть; олФдовательно, /(") < 9; 
4°. 2‘. (2) < 0, Е, (2) убываетъ; слЪдовалельно, №, (2) >0; 
5. < 0, В) убываеть; сидовалельно, р (#)>0; 
6°. 7’ (т)>0, Е, (®) воврастаеть; слфдовательно, 7» (2) < 0; 

ит. д. 


Продолжая разеуждать подобиымъ обравомъ, увидимъ, что 
функщи Г съ чемжьни значками положительныя, & 6ъ нечет- 
хыми зыачками отрицательныя, пля функщи результаты 
получаются обратные. И такъ, при отрицезиельноль =, имфемъ: 


В) =о , Ее) = 0. Го 
тя верхше (нижи!е) знаки соотнЪтотвують » четному (нечет- 


ному). 


Замвнизвъ символы, помфщеиные въ лфвыхъ частяхъ 
неравенствъ (а) и (1), ихъ вначенями, найдемт, при #.>0, 


з 


+) < 


н, при #<0, 


я 


12. и" [++ В+. ах 


тдЪ зерхше (нижью) знаки соотвЪтствують # четному (нечет_ 
ному). 
Неравенства эти показывають, что равность 


а а" 
; 
ыы (ненын. Роирто) @ 
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заключена, при веякомъь 2 и при всякомъ налуральномъ и, 
между границами: 


ан 


1.8.3... @РО 


— # 
Г.2.8. ЕП. 


Замфтимъ, что модули этихъ гравацъ, при данномь =, каково 
бы оно не быцо, безгранично убывають при безграничноиъ 
возрастани и, ибо они суть пронзведеня: 


ера ОН он „Ш 9 
Зи тТ ЯВ Г 19.8. ТВ ии 


1 
убывающихь множнтелен, которые, при достаточно больрюмъ 
п, становятся мензе 1. 


Замьчаяе это говорить, что разность (1), при данномтъ д» 
отремитоя къ нулю при безграничномь возрастания. 


Отсюда сиздусть, что, при всякое т, 


. 2 = 
ох _ 
в ит[учечта чл) . 


Обыкновенно равенство это пишгуть въ такомъ вид: 


4 ры 
Е 


и товорять, что фунния в" разлагается, при вояномъ т, в5 рябъ, 
предвтавляющий цълый многочлены съ безкомочно болининл чиолонь 


члвновз. 


На оспованйи сего можио оказать, что фунишя в? есть 
чвлая фунищя ароуивита. 

304. Вычнолен!е фуньщи 7, Разложеше фупкщи с” 
въ рядъ позволяеть вычислять эту функцио для всякаго вна- 
ченя аргумента. Моземт, ограничиться положнтелеными вна- 
чешями =, ибо. при отрицательномь т, имЪемъ: 


==. 


8 
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Замтамт, что, каково бы не было положительное число 2, 


ть 


аи але ан 


А 7958-80 ео) + 123. в о- ег ся +. - 


>> 


причемъ число слагаемыхь безгранично велико 
Мы видфли (308), что это А закиючено въ границахъ: 


го н етара 
1. .. вт) Ав. ро; 


но эти границы содержать въ своихъ выражешяхь функцо е?, 
которая подлежить вычислено. А потому постараемся оире- 
дЪлить иныя границы, которыя не содержали бы е®. 


Озназивъ, для удобства, слагаемыя числа А буквами: 


ан Ны Чи су 


получимъ: 

ина 2 ре Е ил х 

ма в?’ Ч п’ я Ват" * 
откуда 


Чт-ыь = ны › 


р 
Чи Е а › Ри 


® 
Чана да - 8 Зуи 


Чи < Мы - Зы . 5), 


итд 
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Сложивъ эгн формулы по чаетямъ, получимъ: 
а м & } 
Зина НУ +65) +. -.]. 


Но, по условв, Е <; слЪдовательно, сумма, пом щен- 


ная въ скобкахъ, есть сумма членовъ безконечно убывающей 
геометрической прогреесйи, равная, накъ навЪетно, количеству: 


а потому: 


ве . ан . 1 
1.23... 0 << гв. @--0 ЕО 
р 


Этя границы, разность между коими будеть, при доста- 
точно бодыномъ и, сколь угодно мала, уже дегко вычиелить 
а олЪдовалельно легко вычислить и границы для е", ябо тогда: 


ны 


(и 


И 


123. @-+5 


=. 


5 


Обыкновенно вычислене‘ ведется такъ: вов слагаемыя 
ЪвоН части замрняемъ десятичными числами съ недостат- 
комь, а спагаемыя правой части десятичными числами оъ избыт- 
комъ; суммы десятичныхь чиселъь съ недосталкомъ и суммы 
десятичныхь чиселъ съ избыткомъ предетавять гравицы для 
е? въ видф десятичныхь чисель. Границы эти дадуть иЪ- 
СКОЛЬКО точныхь десятячвыхъь знАковЪ ДЛЯ ЧИСЛА 7; ЧИСЛО ЭТИХЪ 
знаковъ можеть быть одфлано сколь угодно большимъ при 
достаточно больтомъ в. 


305. Вычислен1е фунешя а”. Такъ какъ 


105 “, то 8105, 


в 


Замфняя, слВдовательно, во ноёхь предъидущихь фор- 
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мулахъ х черезъ 2104, на что имземъ право, ибо выведенныя 


формулы справедливы при всякомъ 2, получимъ: разложен!е: 


ка 
и 


4" =11- аа Е ы 


и неравенства: 


й зи жим Юта 

1-е юща--.. НЕМ Е << 
т . 22 08 4 а Юя, дюна 1 _ 
тюнера. ти ГГ З.. ОП ва 
5 


э-|? 


Неравенства эти рёшають олёлующую задачу: 
Вычислить чело А по данному езо лозариему тури осмованть в. 


И въ самомъ дълЪ, положимъ, что 


105 А=я, отсюда ай = А. 


Замънивъ въ лрэдъидущемъ неравенств а^ числом А 
а показатель 2 показателемъ #, получимъ: 


‚ в ив р па орва М-Н юкама 
1+ щва ++ Нави я + 183.) << 
в те за. о ва дона 


<Е--Ёща- СТ аа К ТЕЗ." 


306. Примёръ. Положимт; что, при основан и 10, 
0,00014071 <105 4 =#<0,00014072, 


Взявъ #==2, что имъемъ право одфлать, ибо 


та < 1, 
цполузимъ: 
Год а. 1 Лоб АА 1 ШБ 8 
Ио <4< о. 
па р на 
+ + 25 и ) +53 ( М тт. 
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Зная (301), что 
1 
2,30258509 <-у < 2,80258510, 


напишемъ слвдующ!я неравенства: 


100000 000 о = 1.00000 000 
108 А - . 
0,00082 399 < и < 0,00082 401 
пока а 
0,00000 005 <“) 0,00000 006 


0,00000 000 < А < 0,00000 000006, 
Сложивъ ихъ по частямь, получимъ: 


1,00082 404 < 4 <1,00082 408. 


Взявъ 4 == 1,0008240, сдФлаемъ ошибку, меньшую - 


ИО 


$ ТУ. Вычислен!1е чиоха х. 


307. Гравицы для функцйи аге {ав х. Разомотримъ 
функцию: 


з 


ов- 
№ (*) = мо лее = =} 


...— С ти 


Ваявъ производную ея, получимъ: 


— (17 = 
1+2 ” 


Пора и... Са 


Выражене этой производной показываегь, что, при вся- 
ЖомЪ ©, 


[2 >0, если р нечениюе, и ['(2)< 0, есди р четное. 


На основами сего и принимая во внимае, что { (0) =0, 
пря помощи признаковъ возрастаия н убывания функщИ аа- 
ключаемъ: 

10 При р неченол. функщя 02) воть возрастающая, а 
потому, при #>0, р (#)>0, и, при #<о, [()<0. 
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20 Пои р четномь функщя Г) есть убывающая, в потому, 
при 2>9, (#2) < 6, и, при я<0, 12) > 0. 
Ц чакъ, если #20, то 
=, Вы {@) 
если же 2<0, 10 
о (6) 


= , Вы@ 


причемъ верхн!е (янжийе) знаки въ перавенствахъ (а} и (1) ©0- 
отв8тетвують р нечетноли (четнолиу). 

Замънивъ символы, входяще въ правыя части сихь не- 
равенствъ. ихв значемяуи, получимъ, при золомительноме т, 


з др а а дла 
а) Г тона РЯ, 
з тар рт => 2 Е Ели) 


тдв верха (нижне} знаки соотвфиствують р нечетнолиу (четс 


оу). 
При отрецаетельномв 2 получим: 


ь ай аз ам 
гс баое зах — — ... —— —_ 
в з 21 Эр-з’ 


д 
ЗЕ 


тдв верхые (нижн!е) знаки соотвтотвують р нечетнолу (чет- 
чому). ” . 
Полученныя неравенства дають границы для фувкщи 
ато шпеа въ вид цфлыхь многочленовь и, сяфдовательно, 
легко вычисляемня. 

308. Разложен!е фунющм ас Чапух въ рядъ. Получен- 
ныя неравенства даютъ: 


и 


р 
ус фара 2 (= ыы 


ал 12 
еы эт) < ЗН” 


8 


Вели || == 1, то правая часть сего неравеиства, при безгранич- 
номъ возрастаюи р, стремится къ нулю. 
`Отсюда заключаемъ, что 


ы 


2-1 
05 


агс {ап} = ви [ Е +7 (она 
. 
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если = 1. 


Равенство это пишутЪ иногда такъ: 


ате 1апех == 


если только Я =1. 


809. Зам чае. Можно было бы показать, что, при 
21> 1, предъидущее равложене не иметь мФета, ибо можно 
было бы показать, что правая часть равенства не стремится 
ни къ какому предВлу, если |41|> 1. Но на втомъ не остакавли- 
завмся, Замвтимъ только существенную разяицу между этинть 
равложенемъ и тВми, кая получили для Энг, Сое и 2”, 
а именно: разложеня для Эте, 0050 и & имЪють мёето 
при. зеяномь х, а аДЪсь только дия |] == 1. 


310. Вычислен1е чиела я, Положивь, въ иеравенотвахъ, 
{А), «ри, слёдовательно, в! лая, получимъ: 


101 
ЗН Та" 


1.1 <= 11 
$15 Тв 15 


Неравенства эти вычисляють число п; ио вычислен!е эт0 ие- 
удобно, ибо дроби 


убывають очень медленно, такъ что въ границахъ придется брать 
большое число слагаемыхь дия попучешя достаточной точности. 
Но можно получить тая траницы, при которыхь вычи- 
слене будеть крайне удобно, 
И въ самомъ дЪТЬ, возъмемь такую дугу $, при которой 


1 
ших, 


и вычиолимъ послЪдовательно: 


120 ы 1 
то’ ив (* г) 2897 


1апе 2$ 5 бала 4 
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Послвдинее равенство даеть: 


1\ = ^ ВИ 
= ато вме ) тако Ио (5 \ — асе в0е (==). 
289) & 5/ 289 


з И ВЫЧИСЛИВЪ 


Положивь въ перрона (4): 
аго $415 у и 21 805 р прачемъ вычислев!я эти удобны, ибо 
дроби, входяия въ границы, быстро убывають, легко вычис- 
лимь =. 

Сдёлавмъ вычислене. Возъмемъ: 


$58) +30) 


1 


1 1/1 1 
390 а < аге (ап: (5 < 
и вычиеляемъ: 
0200000000 = 1+ = 0,2000000000 


— 0002668687 <—1 (+ <— 0,0026666666 
0,0000640000 < < 0,0000840001 
— 0,0000018988  <—1 (+= 0,0000018985 
0,9000000000 < 1 [3 < 0,0000000589; 
сложивь эти неравенства, получимъ: 
0,1978955047 <аго вап ый <0,1978955619, 


отсюда — 0,1895820088 Загс ( } < 01895822475: 
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вычисляемъ далфе: 


0,0041841004 < г < 444341006 


— 6,0000000244 < 5) <—0,009000915 


о 43 я) < олобоовооотт 


и склады ваемъ: 


1] < 0,004182098. 


0,0041840760 «< аго {апя [5/< 


И накопець, вычтя неравенства (1) и (2), находимъ: 


0,7858979107 <1< О З5ЗУБЕТТВ 


или 
8,1415916 <*=< 


Изакъ я ==3,14159 съ точностью до 
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ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ. 


Выражен!я, принимаюнля иеопредзленную форму. 
$ Г. Опредёхяеитя. 

311. Истинное значен1е выражезя, прииимаю- 
ичаго неопредвлениую форму. Если выражен 

Ф (2) 

36 имюеть отребйъленнаю смысла при шэ=а, обладая инь при 
веъиь значеняиь т, достолночно близокить къ а, и если существуеть 
зредфлъ, к® которому эриблиоюается Ф (2), когда непрерывный арту- 
енто приближается хъ а, то предл этоте называетея истин- 


нымъ значещемь сыраженя Ф(х) при в==9. 
Это истинное значене будемъ означать символомъ: 


[ее 


__ Ва 


Напр., выражен! Ф (=) = —„_, теряя опредфленный омыолъ 


при х==0, но сохраняя его при вефхь значешемъ 2, достаточно 
близкихь къ 0, стремится къ предфлу, равному 1, когда 
стремится къ пулю. Слфдовательно, согласно опредфленйо, 


й 8 
иотинное значвх!е выражены ^^, при 2==0, равно 1, такъ что 


[= 


Замвтимъ, что иногда можно говорить объ истиниомъ 


значени [2 @] „ ТОлько при 2«а иии только при #>а, 


= 
т. е., такъ сказать, объ одновтоменнень истинномъ зизчени. 
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312. Значен1е артумента, равное безконечиости, 
Предъидущее опредёлеше предполагаеть значене а конеч- 
нымъ. Нсли же Ф(=) теряеть смыслъ при 2 == + 2, то испин- 
ны значенели этого выраженя, при х== 2 оо, называется 90 
яначенте, ъоторое вымие (173) было названо значещель функц при 
= о. 

ЗамЪтимь, что нетинныя значешя выражешя Ф(»), при 
1== 1: ©, или при в==--х, или при х=-— 5, 85 случае ить 
существованй, соотвЪтетвенио совпадають съ истинными зна- 


1) } 
5 ( =) при и 9. 


и)’ 


чеями выражею: ®' : } $ ( 


313. Различные виды неопред%ленныхъь выраже- 
вай. На основави нЪкоторыхъ понят! и теоремъ, нижеизло- 
зженныхъ, часто можно найти, въ случаб существованя, истинное 
значенюе выраженя Ф (=), приниуающаго, при х==а, одну изъ 
сл%дующихь неопредьленныхь формъ: 


© 
9, = 0.0, 1 


о 
ъ, =, 95°, 02, < — 05. 


, 


Замфтимъ, что нахождене истиннаго значеня называютъ 
иногда раскрытиемь неопрейеленновти. 


$ П. Неопредвиенноеть вида 5. 


314. Теорема. Вели чисмилель в знаменатель дроби: 


#2) 
Е (=) 


суть непрерывныя фунийу яри т=а и илиеють производныя 
Эля знацеюй артумента, смежныть въ а, причем: 


Ё@) =9, (а) =9, 


такъ что дробь, при в-=а, принимаеть навпредвленную форльу: 


0 : . 
+ 1 еды, при га, существуеть петиннос значене выраженая; 


Г) 
7)’ 
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#() 
та’ 


то истинное значеняе выроженая: 


при х— в, вуществуеть 


и равно истинному значению выраженя: ‚т.е. руси 
словами, истинное значеще отношеня функ при х=а равно 
истинном эначеню отношеная и производные при толь же зна- 
мени а. 

Возьмемъ формулу Коши: 290 


и) › 


ГДЪ 2, вохь ЕЪКОТорое среднее между хиа и #'(4,) не==0. 
Но условшо теоремн: / (2) =0, (а) =0; олфдовательно, 


2 (а) _ 1) 
7) ТР)” 


Съ приближещемъь х къ предёлу а число; будеть также 
Ау 
ей 
приближаться къ евоему истинному значенуюо.  ащотачельюо, 
Ге ГРУ, 

ея — [7989 


Я 


приближаться къ а, причемъ, по условно, отнолен ти" будет 


Ни 


Но, по опредзленю, 


; Гы} ГР 
Та (= =| 75 


ти 


а потому 


чит. д. 


ие 


315. Олёдетв!е 1. Исли [’(#) м Ра} еуть функции непрерывный 
приз = а, эры чамь Ра) не равно 0, то истинное значенйе выра- 


(#) Г 
ея = те “Уществуеть и равно И. 


И въ самому, дЪлЬ, имфемъ по опредфленио (311,160), 


га] (Ре а р 
1) ит (5 ) о И’ 


Е эти 
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откуда, на осиовати теоремы, 


[7] 78 


316. Зам чая, отиосящясяиъ олвдетвто, 1°. Боли 
ве 2'(а)=0, но {" @ зе —0, то, разомотрвъ, вмЪото дроби 


а, обратиую дробь 7®, увидимтъ, что 


[9] -78=о 


ин, олъдовательно, истинное значеи!е дроби в будеть безко- 
нечяость. 


20, Если ве (а) =0и 7 =0, то знражене РО призи- 


маоть иеопредзленную форму 3, какь и первоиачальнее вы- 
Г (а) 


разнене 2) | 
Въ этомь случа истиииое зиачеше выражевдя о, при 
и 
#==а, будеть равно истинному влаченю выражешя ыо пря 


и, если оно существует, такъ что 


НЯ 


ра 


Еолн #'(®) и Ё' (2) суть функши непрерывиыя пря #=2а. 
причемь Ё(а) ив равно нулю, то 


И вообще, евли 
#0 
Р(а) =Г(=...=Р (@)=0, 
а) 
Р-Р) =... =’ @= 


09 Г 
приченъ функим Г (®) и Р(®) вуть функ. непрерывныя при 
Е 
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<) 
д=аи Р (а) не разно нулю, по ивтиммов значеще выраженя 


. 1 
в при га вуществуеть и равно 70, ибо 
° 2) 
: в) 3-1. #9 В 
Г Е @ ] [9 ие) ыы 
БОВ 5—8] 18] 
о-в во = ея 


317. Вамв чан, относящееся зу теорем. Если, при 
%==а, едва изъ функц #2) и Р’(2), или обЪ, претерпвають 
разврывъ непрерывности, то отнотен!е Ре мозветв ие имфть 


иотиниаго значен!я, причемъ отвошене С моовоть пилЬ 
ето, Обстолтельство это будеть пояснено ниже примфромъ 
(320. 4%). 

318. Распроотранен1е теоремы на случай, когда 
аргументь равеиъ безконечности. Теорема распростра- 
няезся и на тв случаи, когда 
ко 


=, а=-- 0, а=—®. 


и 
И въ самемъ дЪдЪ, межемъ написать: 


у0 
я 


Прилагал къ послфднему выражению теорему, получимъ: 
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олфдовательно, 


; 1 
Замфнивь злЪсь у чрвъ и, олЪдовательно, у+=0 
черезЪ == 0, получимъ: 


9], [8 . чи тд. 


Подобнымь зе обравомъ разберемъ: случаи: 


ао, а — 5, 


замфняя соотвЪготвенио х черевъ т я через — >. 


319. Замвчаяе по поводу х-=х. Можно зам\гить, 
что есии { (02 }=0 и если и (Ги),  существуеть, то онъ 
= 


также раввиъ нулю. И въ самомъ дл, если бы этотъь предфлъ 
быль отличенъ оть нуля, 10, начиная съ нфкоторато =, прома- 
водная, сохраняя свой знакъ, числоенио оставалась бы боле 
нЪкотораго конечнаго числа 4; положимъ, 170 в есть то зна- 
чев1е =, начиная съ котораго это иметь м\ото. На осно- 


ваши формулы Лагранука: 
Ге =Г@-+@— Га), 


тдф 2; воть тЪкоторое средиее между 2 и в, заключили бы, 
чло /@)Ь при. пеопредфияенномъ возраста =, неопредьленно 
зозрасталь бы, олвдовательно, не иифлъ бы предъломль пуля, 
это противорьчичя, условию; {(о9 } == 0. . 

Отсюда дует чо отношене Е при я == ‚ при- 


пимаетъ форму 5, хакь и отношене Ре одкоко это оботоя- 
(8) 


тельство ие мФшаетв замфиять ‘отвотгев!е 2» При `ивхожк- 


; : : 7 
деши его истиннаго значетшя, отнотлетемт, 28 
19 
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# 1 


320. Примёры. 1, [== [2] = + =1. 
9=0 20 


— 8 #1 _ [1—008 
2. [ ве] [ы" 


ее 


+= 4+-#-2-—2008 =] [ — 


2—Бща 1 — Сов 


ети 
4. Вовьмемъ отноитен{е; 


> ‚ принимающее, при 


#=0, форму о. Отвошеше производвыхъ числителя и знаме- 
зателя, равное 


1 Е 
ера — 608 


1 
не иметь истиннаго значеня при 2 =+0, ибо Соз -_ не стре- 


мится ни къ какому предфлу при приближеи къ предфлу 
нуль непрерывнаго аргумента. А между тВмъ данное отношеве: 
иметь истинное аначеше, ибо 


ее [вы] 


ш=0 #0 а с 


Этотъь прим®ръ поясияегь сдфланиое выше замфчане (317) 


У П. Неопределенность виды >=. 


321. Теорема. Если числитель и знаменатель дроби 


т) 
(2) 


обращелатся въ бваконечновть при и=оо, такб что 


Тео) оо, Во) =; 
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еель функщи [(2) и Р(®) циьють проиаводныя для веть доста- 
заочно большииеь значенй в и велы мепиныое зночене дроби 


Г’ ®) 


Ра при в==оо, существуетьь, то оно предетавляеть, вливетих 


<ъ симь, в истинное значенае данной дроби, так что 
г __[/®. 
В ®/>^ 5), '® 


Для доказательства приготовимъ нфокольно формулъ, на- 
звавъ, для сокраценя, 


Изъ формулы Коши (290); 


®— 
о ы 


гдЪ м, заключено между мн х., и изъ равенства: 


ие 
ее _Р®) 7 Р@) 
О) 79 О 

2) 


вытекаеть равенство: 


[о 


которое, въ свою очередь, дает; 


‚2 ®) 
ты 2) _ 1) 1 @) 
Ре) Ре) Ри) ° 


Напищемь теперь, равенство: 


1 (5) 28 7) 
о-в 2+8 
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которое, при помощи равенства, (и), можеть напиваться въ та- 
комъ вид: 


=) ] 
"(2 д. 1 (2: Р 
Е 
в) 


или, переходя къ модулямъ, 


ИВ 


Ш. ‚|. (4 
5 ы 
ый 7 


Требуется доказать, что, начиная съ нФкотораго =, 


тд а есть сколь угодно малое число. 


1°, Положимъ, что въ формул (А) число з, иредетавляеть 
таное постоянное число, что дня него и дня воЪхь значенц, 
большихь его, иметь мФото неравенство: 


18) а 
а ы <. (5) 


Такое чиело существуеть, ибо, по условю теоремы, 


Положимт, что въ той же формул (4) число = предотавляеть 
число, удовлетворяющее условшо: 


>> (©) 


Ясно, что при всякомь подобном г чиоло 2, удовлетворить 
неравенству (8), ибо а. >, такъ что 


В-Ц < о 


20, Дробь ры, входящая ‘въ неравенетво (А), начиная 
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съ нвкотораго =, отъ котораго зависить =, не превоеходить, 
по модулю, иЪкотораго конечнаго числа №, ибо, по условию 
теоремы, 


Па 


а) 

г”) 
ею 

существуеть и равенъ ховечному числу Г. 


Итакь, |, |< м. 8) 


3°, Такъ какъ по услов!о теоремы’ 
Ро) , (а), 


то, начиная съ дЪкотораго достаточно большого значеня х, 
дроби: 


т 2 м 
Ро) 7® 


будуть сколь угодно малы, и, слфдовательно, 


т 
В {2 а 
те 11 <: . 
7} 


4°. Теперь, на основаи неравенствъ (2), (3) и (4), нера- 
венство (А) даеть: 


о и| < + Ни или <, чит 
Теорема доказана. 
Докавывая теорему, предполагали, что #=— Ро, Но, оче- 
видно, теорема будеть справедлива и при 2==— <, И ВЪ в%- 
момъ дваВ, при #==-—52, —д==- со; олвдовательно, можемъ 


писать: 
7] = Е] [Ея 
9—1 #— Но 


] |. 


8 


© 


$22, Зам чав1е относительно случая: 1==с0. Дока» 
зательство предъидущей теоремы предполагало, что Г веть 
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число конечное. Но теорема остается сяраведливою и тогда, 
хогда Га=ос, ибо, при Г==+-о, иервый оомножитель правой 
части разенотва (1) можеть быть одфланъ произвольно боль- 
шимъ по модулю, а второй сноль угодно близкимъ къ еди- 


нилЪ; сльдовательно, все производен!е 8 можно одфлать, при 
Г-=, произвольно большимъ по модулю. Итакъ, 


а - [#9 


323. Распространене предъидущей теоремы на 
случай х--а, гд% а конечное число. И такъ, положимъ, что 


Ра —=со, (а =, 


гдё а конечное число. Если положимъ: 


=а-+ >, 
гдё, прн 2=09, «=а, то функщи: 
1 1 
ин) с 
становятся безконечностями при 2 =, а потому къ дроби 
1 

Га ( + ] 
ры [в + ;) 


можно приложить предъидушую теорему, и будемъ имЪть 
послВдовательно: 


ге Иа 
[9] - я ( + Я 


Г 4 в > 
Е =] над 
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324. Замфчане относительно случая: х-а. Ноли 
Па)== и Е (а) ==‹о при а конечномъ, то и пронаводныя Га) 
и Ра) равны также безконечности. И въ самомъ дЪлЪ, 
формула Лагранжа, давть: 


Г) = (3) 4+ @— 2) Г), 
тдЬ 2 есть нЪкоторое, достаточно близкое къ а, значене, 


причемъ 2, среднее между хи х.. 


Равенство эт0 говорить, что если бы, съ приближеемъ 
з къ а, производная {=} стремилась бы къ коиечному пре- 
дФлу и, олфдовательно, Г!) оставалась бы конечною, то 


2) стремилась бы къ конечному предЪлу, что прогиворЪчило 
бы условию, 


Отсюда слёдуеть, что при а конечномъ доказанная теорема, 
служить июльно для преобразовашя одиого ‘неопредленнаго 


выразженя 2 въ другое того же вида, которое, однако, можениь 


быть проще и истинное значен!е котораго можеть быть найдено 
какимъ нибудь инымъ путемъ. 


о 2) 
Что эме каспетоя олучая а-=50, то выражене 2)’ 
можеть быть вподн опредфленно. 

325. Замф чае относительно сущеотвоватя иотин- 


наро значешя го при несуществоваюи истиннаго 


(=: 

значеня выраженя д Завевтимъ, подобно предъидущему 
317), что могуть быть таже случам, когда выражеше с 
не имфеть иотиниаго значены, между тЪмъ вакъ выражение 
имфоть таковое, Этому будеть данъ примфръ (327, 7%). 


326. Олфдотье. Доказаниая теорема непосредотвенно 
приводить къ сяздующему олёдотв!о; Вели 


По-ко, Где, Гоное, > Го, 


п 
Ра) ==, Вас, Е" (а) =,...Р (а) =, 


298 РЛАВА ОДИНИАДЦАТАЯ, 


. р (а . 
4 велы выражеще 7 @) цитеть итинное значение при па, 


. . Ё( 
10 оно предетавляетль метинное значение выраовене вы) ина 


ибо 


81-9]-. 


р 
= 


= 


327. Примвры. Дадимъ н®околько примфровъ на рас- 
крыше неопредфленностей вида ©. 


1] =]: 


ао зе 
и, вообще, 


20, 
2-4 2=--® 
И вообще 
10 
[ив] == 0, вели п>0. 
= 


Въ вгигь двухъ примфрахъ теорема раскрыла иеопред%- 
. < 
ленность: =. 


‚> 60822 
ан 2 Эта [2ез. 22 ‚в й 


3. 105 Яп» бвя Я? 


Ва =. 
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Тов (62 — вв) 2 (#— а) ве (& — а) 
4", [ея эта [ г й] 1, 
= 22а 22а 
фале а] Ва. 1 == 1 
5%. Зе2| — |бовз` 6082 . 
=== э= т 


Въ примбрЪ 3° приложили сперва тоорему, а засимъ рас- 
крыли неопредзленность, преобразовавъ выражене. 


Въ примЗрв 4° привели, при помощи теоремы, ивопре- 
дъленность вида Е КЪ неопредзленности вида 2 . 

Въ примЪрЪ 5° совершенио ие пользовались теорвмою, 
ибо она приводила бы выражен!я вида 5 къ боле сложнымь 
выраженямъ того ие вида» 


6°. Разсмотримъ выражение . Оно иметь омыслъ 


только при #5:—а и при 2 => -- а, гдЪ верхи!е знаки соотвЪ%т. 
етвуютъ а положительному, нижн!е « отряцательному, и, сл%- 
довательио, не иметь смысла, если - а<#< + а, гдВ верхние 
знави соотвфлотвують а положительному, нижние в отрицатель- 


< 
хому. При е==4 выранене приннмветь формуз.. Для нахож- 
ден1я истиннаго значеня, которое будегь одностороннииь (311), 
приложимъ теорему, относящуюся къ раскрыто выражены 
Она дветь 


16 


ея т. 


в 


Второв выражене иметь, при ===, форму 5. Итак, 


форма < приведена, къ формЪ 5. Приложеле теоремы (321) 


кь этой формЪ не приведеть ни къ чему, нбо будуть полу- 
чаться выражешя формъ 5, вов боле и боле сложныя. 
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ВамЪнивтъ, однако, = а--у, гдз у=0, причемъ верх 
знакъ соотвЪтетвуеть а положительному, нажя отрицательно- 


му, получимъ: 


Ух Уз 


т : — 
Узи Усе у 


‚6 9= 


| 


тт + т 


И =0. 
т Ума Уи и! 


26 у= 


——а 
ИИ 
|+- 
51-- 
Го 
—_. 


5 „#608 —_ _ 
7. Равсмотримъ выражеше; < Эт Оно, при # = 20 , при. 


нимаоть форму =. Прилагая хь нему теорему, получим: 


Замфтимъ, что отношене произволныхь ве имфетъ 
иютиннаго значевйя, ибо 


ес (+1), 


что, при 2== оо, предотавляетея совершенно неопредЪленяымъ 
выражешемъ. А между тЪмъ предложеинов выражене иметь 
ногинное значене при и==ео, ибо. 


сз 


1+ 


= 1, (325). 


е-- Сова 
2—8 


4--92 


$ Ш, Неопредёленныхя выражены, приводялияоя кь формам: 
р) 
9". 
328. Выражете формы 0. со. Если 
Фив = (а). 9), 
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иричемъ 
Ф=,  У;Ф=о, 
то, для опредфлешя [Ф #®)} можемъ предетавить фувхииюо $ (+) 


Фе 


въ ДВухЪ ВИДАХЪ; 


изъ коихь первый, при #==а, принимаеть форму 5, а второй— 
<> 
форму 5 - 
329. Примры. Дадимь нЪзеоколько примзровъ, 


еее 


@>0, тю” со 2 


< 
Зъ этомъ примЪр® форма 0. <> приведена къ форм =. 
2°. Цано выражение; 
Фе) == Юва, гдф #0, 
иммоее смыоль только при 2 >> 0. Оно, при #==0, принимаеть 
форму 0. ®. 


Предетавивь: Ф(2) = ив м увидим, 


что фунюшя Ф (2) въ этомъ видф принимаеть, ри #==0, 
форму 2. Прилагая теорему, получимъ: 


[> ®]- =). 


Опять, какъ и нужно было ожидать (324), пришли къ 
форм в. Но непосредственно находимъ: 
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Сльдовательно, 


[208 =] == 0, если #>0. 


= 
330, Выражен!я формъ: 1®, 0°, с5°. Положимтъ, что 


Фи". 


При в-=а могуть имЪть мото слёдующе случаи; 


оофеь Зы; 2) зв -=-0, 9) то, т. 
Ввявъ логаряемь предложеннаго выражешя, получимт; 
108 Ф (2) == № (2) 108+ (я). 


Выражен!е это во всфхь перечисленныхь случаяхь при- 
нимзеть форму: 0. ©. 
Сь другой стороны, предотавивь выражен!е Ф (2) въ видЬ: 


ФФ, 


получим: 


[= [о 08 (2) и 
[Ф (2) =е ==е 
0 


И тэакъ, слБдовалельно, нахождене мостинияго значешя 
[Ф 9]. проводится въ нахождению иотиннаго значеня вы- 
ралненя 102 Ф (=), принимающего, при 2==а, форму 0. <. 


331. Нримёры. Бозьмемъ нВеколько примрозъ. 

. Й 

1° Найдемъ иетивное значене фуакщи Ф (2) =(1 4+а2)". 
принимающей, при #==0, форму 1°. 


Ниъёмь: 


чае] | == 


#0 #=0 


По Ф @] _: 


ВЫРАЖЕЕБЯ, ПРИНИМАЮЩИЕ МЕОПРИДЪЛЕННУЮ ФОРМУ, — 303 
Слждовательно, 
а 


[о-аю |. =". 


25. Найдемъ истинное значен!е выражешя Ф (42) == (: вы = 
, 
прянимающаго, при #==0, форму со°. 
Им%емъ: 


108 Ф @] _, = [в „108 е =— [ее 


#—0 


а потому: 


3. Найдемъ истинное значен1е выражения; 
Фй == 


прииимающаго, при 2 ==0, форму 0*. 
Имъемь; 


[0Ф ®] =[=105=]| ==0, какъ видали (329, 2°). 
хо 


СлЪдозательно, 
[не = 1. 
332.  Выражетно формы сх +: х. Положимь, то 
Ф® = —1() 
причем 


9 (4) =, ЧР (а =, 
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Положивъ 
. о р 1 
7 = ка х (2) 6, 


представихьъ данную разность въ видЪ охношенйя: 


которов, при “=, причимаеть форму 9. Та же разноель мо- 


веть быть предетавлена въ зидф произведеня 


Разыекан!е истиннаго значен!я должно начать съ разысканя 


. . (а 
нетиниаго значешя отиошеня 3) принимающаго, при а =а, 


9) 
форму 52 

Нели это истинное значен!е или отлачно оть 1, или не 
существуеть, то метинное значеве Ф(2) соотв тственко или 
равно + >, ижи не существуетъ. 

Если же истинное значеще отношеня равио 1, то данная 
разность, Ф (5), предотавленная въ вид% произведеня, прини- 
маетъ, при и==а, форму .0. 

333. Общее вамфчан1е. И такъ, разыекан!е иетинныхь 
значен И выражен, принимающихь олну изъ форыъ: 0,5, 
1°, 0, приводится къ разысканио иотинныхь знамени 
выражен! вида: с и. 

334. Примфры. 1“. Дано выражене 


Фу 


ие). аа 


Выражене это, при х==--9, принимаеть форму + о — с. 


1 


Положивь въ этомъ выражения 2==., преобразуемь его въ 


таковое: В 


ф (5) = Й 


привимающее, при #==0, форму =. 


сии, 
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Но очевидио, что 


ей... [2 ($) 


2= 


Примфняя, для нахожденя истивнаго значеня ь (- 
. р 


= 


теорему (314), получаемъ: 


м 


г 


[ Ф | 


= 


20. Выражение: 


Ф(®) =: — 00а 
принимаеть, при 2 -=0, форму 50 — со. 
Представляемь выражеше въ такомъ видЪ: 


Эми -- 2 боче 58 
Бшя 


Ф(®) 


2 Сов ( 


ое а бови 
= (и 084) 


и 7 Эша 
Второй сомножитель, при «==0, припимаеть форму 5. 


: 1 
Его иолинное эначове равно -1-. Истинное значев!е перваго 
вомпожителя равно 3. Олфдовательно, 


35, Выраженю: 


Ф (2) — 366 #— Шиби 


иринимаеть, при #==-х., форму: со — со. Оно можеть быть пред- 


Зи 


оставлено зъ ВИД: бро 


‚ приннмающемъ, при &==0, форму 
1. и имвющемъ истиннымь значетемъ 0. Итевт, 


[© @)]= 9, 
20 
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4°. Раземотрямъ выражене: 
Ф(®=105 = — 1, 


прянимающее, при # = + ос, форму 59 — ©. 
Приведя это выражеве къ виду: 


Фа === (8—1) 


п принявъ во внимане (327, 25), что [ео получимъ: 


= 
[Фи] = ©-в=-—о, 
2-х 
5. Разсмотримь выражен: 
Фи = уме т —, 


принимающее, при & = +°°, форму оо — 05. 
Предетавимъь наше выражене въ вндЪ: 


привимающемъ, при г == {-со , форму 22. 
Прилагая теорему, (821) получимъ: 


Ф®1— Г -__.- 
уве №1 |" 


и 


Видимъ, что привели въ разысканйо истиннаго значеня 


бодфе сложнаго выражения :— Е. 
ЗУ а 


Итакъ, теорема пе даеть ничего, Но предетавивь Ф (4) въ 
ВИДА! ` 


Фа = -—— 
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легко получимъ: 


[Ф ()] 


$ ГУ. Размокыйе потинныхь зиачеиш при помощи рядовъ, 


335. Зам чан1о. Весьма часто истинныя значешя на- 
ходятея при помощи разложеня функц въ ряды и иногда 
ироне, нежели ирн помощи данныхъ теоремъ. Возьмемъ яЪ- 
сколько примвровъ, 


336. Примръ 1. Дано выражен!е: 


ет? 


Ф (=) = 


рт] 


принимающее, при #==0, форму т. 
ВидЪли (303), что 


И ОВ = | 
И ЕЯ а 


олъдовательно, 
а 
Вет а т 
Фе 
Цено, что 
1 
[9] - т. 


337. Примвръ 2. Выражение: 


Эта 


Фа) = 


0 
иринимаеть, при 2-0, форму 3. 


Имвли (299): 


20" 
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& потому 
Е 15 
ие 
ооо Е ИВ 
Ф@) с 6—1 у 


338. Примрь 8. Было доказано (327, 1°), что, при нату- 


ральномъ я, 
[ : ] 7=® 
Ем * 
тео 


Можно показать, что это равенотво справедливо вообще 
при ®>0. 


И въ самомъ дЪлЪ, имфли (303); 


А+. ра 


ТДЪ р=1+ Юн. Очевидно, что 


ва 1 


Ч Г | | 
м2 Г Кланы. 1 


отит 


Очевидно, что вторая часть оего неравенства безгранично 
возрастветт, при безграничномъ возрастанш 2; сндовательно „ 


# = 


= 
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Замтимъ здфеь котати, что 


5 [ей 
т т =0, и го 


=-- 5 и тогда, когда я 
во 
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ГЛАВА ДВБНАДЦАТАЯ. 
Наибольшия и наименьция значеня фунишй. 
$ Т, Опредфивтя. Теоремы. 


339. Махииии и ппиталт Функц. Полоэвимтъ, что 
{ (®) предетавляеть вполиЪ опредзленную функщю зъ области 
непрерывнаго аргумента: 


==. 


10. Махипитгомъ функши Г (2) вт, указанной области назы- 
вается таков ея значенав [ (с), 20% в ложитз внутри области, 
хоторое удовлетворяет® неравенствалме: 


РФР , о>Ге+ы 


для заяказго положительно й, еньщето низоторио опредвленнаго 
полоонительниео число, или, брузции словали, при веяколе до- 
вриаточно „малоль половеительномь №. 

Этоть маейтит называють иногда значешемъ функц, 
наибольшимъ по сравненю со смежными значешями, а иногда —абсо- 
ЛЮТНЫМЪ ИИ ОМЪ, 

На границахжь @ и 2 области аргумента можно говорить 
только: о маадини въ сторону вовраепииия аргумента — для 
границы & и о мазтитеВ въ сторону убывинёя аргумезта-—для 
границы 5. 

Говорять, что { (а) и Г (6) суть тазйнииргы, воли ови удо- 
влетворяють неравенотвамь: 


те>гет) и ГО>Ре-ь 


при всякомъ достаточно маломъ положительномъ 1. 
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Очевидно, что одна и та же функщя въ одной и той же 
области аргумента можеть имфть вфЗеколько пасбтитг’овь: 
# (2. Г (@),..... причемъ эти лаеипии”ы ногуть быть равны 
между собою. 


ия вц 5 в 9 
Налпр., 5-5, т, Вшлт... 


суть таамиииты функщи Эш 2, ибо оки удовлетворяють но- 
равекогвамъ: 

ци пода [к ба 

Эт Зри (1 ра 2), аа 2 а (5 Е 2) и 
причемъ во№ они равны между собой и равны 1. 

2°, Миииол’омь фумичции Г (2) в% указанной облаетиь назы- 
вается таков ея значенае { (6), 05 г ложить внутри области, 
хоторое удоелетворявииь неравенетвамь: 


# (4) <1@—) , ГО<Речы 


ры ввякому достаточно маломь подожительноме В. 

Этоть тйийтит называють иногдь значешемъ фуикци, 
наименьшимь по сравнению со смежными значен1ями, а икогда— 
абволютнымь иитиитомъ. 

На границахь а и 2 области аргумента можно говорить 
только о тйититВ въ сторону ‘возрастиня аргумента—для 
границы а и о тийтитЪ въ сторону его убывашя--для гра. 
хиЦы 6. 

Говорять, что { (а) и Г (5) суть збтйниигы, если они удо- 
влетвораютъ неравенствамъ: 


Е (а) <Р@-+-1) и Г <го—№ 


при всякомъ достаточяо маломъ положительиомъ 1. 
Очевидно, что одна и та же функшя въ одной и той же 

области аргумента можеть имЪть нФоколько зибийнииуовъ: 

Г), 9), ..., причемъ эти тбибиииты ломииа о быть равны 


между 00б0ю. 


Напр. 8ш(—*), зи (а ей ви (7 =), . 
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суть мйтии’и фувкщи Эш 2. ибо они удовлетворяють пера- 
венствамь: 
Зя \ 


$ =1] О 


(-1=1), зе [#) < ( 


причемъ во они равны между в0б0ю и раввы (—1). 

3е. Одна и та же фунищя въ одной и той же области 
можеть имвть нЪеколько мазйлииговъ и нЪеколько ибиинитовЪ, 
причемь неноторые знайтитгы мозуть быть раввы и мелфе 
иЪкоторыхъ ифийтияговъ. 


Нар. значеня: 5ес0, бест, Бес 4*,... 


суть зинйниигы. функши Зесх, ибо ови удовлетворять нера- 
венотвамь: 


Зес0 < Зес (0 -= 1), Вес” < Вес (2*-+7),... 
иравны 1. 
Значен1я-же: Зес п, Бес3м, Вес5к,... 


суть малитиииы функц и Вес, ибо она удовлетворяють не- 
равенетвамъ: 


5есп_>> Вас (п--#), Бес 8я=_> 860 (81-Е 1),.., 


и равны (—1). 

Видимъь, что ифимми’ы функщи Зесх болие ея таа- 
и: 

4‘. Если функщя представлена графически, то ея тат. 
этитьы и пнерпииты сейчась же указываются. 

Положимъ, наприм%ръ, (чер. 82) что функщя /(2) въ облаети: 


(@=04) “г (= ов) 


изображается кривою 4,В,: Вя ордината РЛ., предотавляющая 
значеню /(ОР), ость ишафтит функция; ордината 00, ={(00) 
воть имийпит фувкци, Ординаты: АА, = (а) и ВВ, =/(6) суть 
пититит и тазётит функцек соотвфтетвенно въ сторону воз- 
расташя и убывашя аргумента, 
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Разъискаще эаалииговъ и тийтииговъ, при н®которыхь 
усломяхь, которымъ должна удовлетворять разсматриваемая 
фуикця, осковываются на нижеслфдующихъ теоремахъ. 


У 


Чер. 38. 


340. Теорема. Евли е ложить внутри облаети прзунента: 
п и=ф 


& значенае {(е) есть тахутии ли пиитит, зо процаводная. [’(е) или 
не существует, или, въ случа существования, равна нулю, 
Текъ какъ с пе совпадаетъ, по условю, ви съ а, ви съ 8, 
то, при всяколь достаточно маломъ 7%, значешя ей ис-+ь 
щежаль въ области аргумента. 
Далъе, такъ какъ /(с) предотавляетъ, по условно, таяли 
или онийтит фувекщи /(=), то отпошеня: . 


ео „ЮВ -№ю 
Г —& 


имфюгь противоположные знаки (389), т; е. 


Ио мо 
ъ 5 = 5, 


— 


кдЪ верхше (низки!) знаки соотвЪтотвують имиибниигу (ий 
тит"). 
Воли производная /['(6) существует», то оиа воть общ пре- 
дфль этихъ отнолнетй при #==0, и, одфдовательно, 
Ро=0 (20 @) 


для тазтит’а и 


Го=о (2) 
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для зиййтит’а. Для того, чтобы условёя (1) (усломя (2)) могли 
существоваль совм етно, необходимо, чтобы у 


(0. 


Теорема доказана. Ола предотавляеть одно изъ неободи- 
лызль убловй для того, чтобы значеше Ке) представляло жил 
тит (ирятит). 

341. Замфчане. Что касается значеви: Г(а) и (5), то 
они могуть принадлежать къ чисиу тазйниютовъ или иии- 
тизговъ и тогда, когда прозводныя: /’ (а) и /'(8), въ случав 
ихь существованыя, не равпы нулямъ. 

342. Геометрическое истолиоване теоремы. Кривая 
А,В, въ точкахъ 2, и 0,, ординаты коихь Р.Р и 0,0 оуть 
поделил и тоцтиит функции, иметь касательныя, нараллель- 
ныя оси 2, такъ что тангонсы угловъ, соотавляемыхь ими съ 
осью и, равны нулю; но тантенсы эти, какъ показано выше 
(248), суть значеня производныхь функши (=), предотавяя- 
емой кривою, для влаченИ аргумента, равныхъ абсцяесамъ 
ОР и 06. 

Что же касается крайкихь ординать: АА, —=7(04) =/(а), 
ВВ, =Р{ОВ) == (6), то хотя он и суть тии и тавфиит, 
во воотвзтетвуюния касательныя, на данном чертеж, непа- 
раллельны оси #. 

$48. Теорема, Вели Г (е} веть тайтит (пчийтит) функц 
ЁР(@), илюощей, пры всяноно достаточно маломз поломнительюлмь 
й, производныя Г\е— 1) и [(е- В), воараниюция энажъ, ти: 


[8—0 , Ре-ь <о для махииуи?а, 
лем < о , Рефю>о для пиниитуа. 


Возьиемъ формулу Лаграижа (289): 


ТД ев есть иЪкоторое среднее между 2 и с. 
Положивъ въ ией =е-+- 4, получимъ: 


№) й “ 
ЕЯ р, 1 
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тд р есть среднее между еие--№ и у есть среднее между 
ви СШ й. 

По условшо теоремы [\в) и /*е--®) должаы имфть одинъ 
и тоть же знакъ, точно также какъ и #44) и[”е— В). Отсюда 
слЪдуетъ, что производныя {[”(в--1) и [Ге —1) должны имфть 
соотвЪтотвенно знаки отыолтешй; 


детм-г® 


ею 
ъ . 


—№ 


Но для махпиаи?а (изаутуато”а) первое отиошене отрица- 
тельное (положительное), а второе полознительное (отрицателе- 
ное). Ольдовательно, 


Ре—№>о0 ‚ Ре <о для тахрлита’а 
и Ре—М о , Ре > 0 для тии. 


Теорема доказана. 

344. Вамфчан1е. Для значен! Г (а} иГ (6), соотв тетвую- 
зцихь гранидамъ облаети аргумента, предыдущя услов!я видо- 
измёняются гакимъ образомъ; 


Тай) < о ‚ ре—№>0 дпя тахтишга 
и Рено , ром <ь для плапаниу". 


345. Теорема (обратная предъидушей). 1°. Дели, при вся- 
вонз достаточно мвломь положительномь Л. 


Ие-й>о |: Рен хо, 
20 значене Р (в) есть таойтит функ. 
2°. ли }(-—№<0 и Риенв> 0, 


это значеще { (©) есть зфийлит функ. 
Возьмемъ формулу Лагромиеа: 


ао -иь, 


ГДЪ и веть пфкоторое средиее между х и с. 
Замфнивъ здъсь # черезъ в = № получим: 


ею ® 
ь 
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гдЪ р есть среднее между ел иви 9 есть среднее. между 
е— вис. 
19. Вели, согласно условю теоремы, 


Ре-ю>о°и [#456 
то, подавно, 
Гао и Г’) < 0; 
ол довалельно, 
Розгечи , Ге, 


т. 6. { (с) есть тает. 
25. Если, согласво условю творемы, 


Ре—<о . #(+1>0, 
то, подавно, 
< , РФ) >в: 
ол довательно, 


О<ге-и , [9<6-—1, 


т. в. Г (5) есть яейнит. 
Теорема доказала. 

346, Геометрическое истолковане предыдущей 
теоремы. Кривая 4, В, (чер. 82), представляющая функцию /(2), 
имфетъ касательныя: въ точкз Д,, ордината которой 2, воть 
толатит фуикцы и въ точкахь, смежныхь съ нею, причемъ 
касательныя эти въ т№хъ смежныхь точкахь, абоциосы койхъ 
менфе абсциссы точки Ду. составляють съ осью # острые 
углы, мазиенсы коцеь, ол®довательно, положительные; касалель- 
ныя же въ тВхь омежныхь точкахъ, эбсциесы коихь бо- 
ле абециссы точки Д‚, составляють съ осью 2 тупые углы, 
танаенсы` поциь, олвдовалельно, отрицательные. Но тантенсы эти 
предотавляють значеня производной /“*) для соотв№тетвен- 
ныхъ абециооъ, СлЗдовательно, вначеня /’(#— 1), гдё «=0р, 
суть числа, больния 0; значеня эже #(е4- #) суть числа; мень- 
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ция 0. Для точки С,, ордината которой есть жйимию функщи, 
результаты будуть обратиые, 

’ 347. Сповобъ нахождетя шахнаа и пупа функ- 
ц1й, заданныхь аналитическими выраженными. Предъ- 
идущя три теоремы даютъ способъ пахождея шахйиа и п. 
пииа функши Их), заданной анелитическимь зыраженеить, въ 
указанной облаети аргумента. 

Для чей цЪли`беремъ, по ‘извЪетвымъ правилам, произ- 
водную {'(#) предложениой функщи и находимтъ, согласно тео- 
ремВ (340), ть значешя аргумента изъ указанной области, 
прн коихь производная равна нулю или не существуеть. По- 
пожимъ, что значеия эти суть: 


боб, бе бы 

За симъ составляемъ дия каждаго изъ этихь значе числа: 
(р — №) и Ат). 

Ясли 
Р(и— в) >0 и Вы < о, 


при всяком достаточно маломъ положилельномъ А, то, согла- 
сво теорем (345), вначене Де») есть махйнит функщи. 
Если же 


Ре —В <0 и Ре + > 0, 


то, согласно той же теорем», Де») есть инлйтит функщи. 

Если ве [р — 1) и {’ (&-- №) указавнымъ условямъ но 
удовлетворяютъ, то, согласно теорем (343), звачек!е (6) не 
есть пи тахитии, ни пуолилой фуикдти. 

348. Роль производныхъ высуцихь порядковъ въ 
вопросахь о шахуйа и аииюла, Для того, чтобы узнать, 
уредотавляеть ли И) шамлии пли тлутит функщи Аз), 
гдв в есть вначене аргумента, обращающее производиую #'(#) 
вЪ куль, удобно иногда прибфгать ко второй производной 2" (6), 
если она существуеть. 

Лель ["(2), при г ==е, вать функющя непрерывная м ели * (6) 
веть чиело поломительное (отрицательное), то {(&) есть тИитит 
(тахипит) фунжифи, 
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И въ самомь ДФлЬ, волфдстве иепрерывности функцёи 
Г'®), при в==е, числа {*’(8—№) и !*(е + №), при веякомъ доста- 
точно меломъ положительномь 2 и при й-==0, будуть числа 
положительный (отрицательные), в потому производная {’(#2) въ 
промежутк% оть с—й до е А будеть возраетающею (убыва- 
ющею); но, при 2-е, оча равна нулю, олздозательно, 


Ре =0 . Ре 


гдЪ верхн!е знаки соотвётотвують случаю: Ё"(е) > 0, иижее— 
случаю: [*(6) < 0. 

Отсюда, на основави теоремы (345), заключаемъ, что /(е) 
есть зийниия (пмейтит), ч. ит. д, 

Спрашивается, что даегь случай {" (в) =0? Если {"' (=) 
еее, при в-=6 фунмия непрерывная и число ['' (в) неравно 
нулю, то число (8) не есть ни таадтиит, пы путйтить. 

И въ самомъ див, тавь какъ {”" (м), по отношенйо къ 
2’ (2), есть вторая производная, то, по сейчасъ доказанному, 
1’ {@) воть мажинит или тиитит фунвши Г’ (2); но {* (в) =0; 
слвдовалельно, 0 есть шахииит изи пил функщи 7’ (2); 
одЪдовалельно, 


е—-Ю=0 , ет =0, 


т. в, Г(о) не воть ки пупииши, ни тахниии, что и т. д. 

Спраптиваетоя, что даеть случай {"\е) =04 Для отвЪта, 
прибфгаемъ къ /!* (2) и безъ трудя находамъ, что воли /!” (2), 
при х==е, нопрерывна и если 


1) < 0 ити [Ге > 0, 


то 1(е) воть тахшииа или шимлиия, Нели же //е) ==0, то 
прибтгаемь къ /^ (6), ит. д. 

Можно, сизловательно, предполагая вуществовмие и не- 
ярерывновть, при 2==е, посивдовательныхь производныхъ: 


Ре), ие, "@,... 


фунющи /(=), формулировать слёдующес правило: сли 


Го, оо, Го Ро 
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что, в0 первыхь, юри &--1 нечетномъ, /2) не есть ни тшахипит, ни 
типа #, в0 вторыхъ, ири 1 четномь, /(0) есть шахняиа 


. 9] 
(ааилуг), если число { (6) число отрицательное (поломительное). 


349. Наибольшее (намменьшее) значен!е непре- 
рывной функщи. Если 7(7) есть фувкщя непрерывная въ 
области аргумента: 


аж =ь, 
то она въ этой области имфетъ нанболишее (нашиеныиев) зна- 
чен (183), 

Это нанбольшее (нольменышее) значене равно, очевидио, иаи- 
большему (наимекьшему) изъ ттахппиповъь (баминаиигов»ь) 
фунюшя въ указанвой области, 

Отеюда слЪлуетъ, что для вычисленя этого каибольшнаго 
{наименьтиаго) звачев!я можно поступить тажъ; 

„Найиуь вов значея арзумента в въ указанной области, при 
оитв ['(#) равна нулю или не вуществуеть (340). Если эти 
значеня вуть 


бы 
110 наибольшее (наньменыцее)’ изъ чиеель: 


Га), Гы), Ге, ..., Г), РФ) (0 


и придетавить иекомое наибольиве (намленьиев) значенйв непуг- 
рывной функции [(2) в% указанной области атулента, 


НЪкоторыя изъ чисель (1) могуть не представлять ик 
тахшиии”овь, пи пилналитов. 

350. ИзослВдовав!е измзнонйй функши непрерыв- 
наго аргумента, заданой аналитическим выраженемъ. 
Разлагаемь всю область аргумента, оть — оо до +03, иа тавя 
частный облаети (промежутки), знутри казждаго изь коихъ 
функимя опредЪленна и непрерывна; границами этихь областей 
могуть быть: числа, по ею или по ту сторону коихъ данное 
выражеше пе иметь смысла; таюя вначевя предотавятся, 
напримЪръ, когда выражеше будеть содержать корни съ чет. 
ными показолелями, лотариемы, аркоинусв, и т. д; 2) числа, 
при которыхъ функщя разрывна и 8) числа, околь угодно 
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близшя къ тмъ при которыхъ изолздуемое звыражеше 
равно -: со. 

Подобному же изученю должно подвергнуть‘пронззодную, 
ограничиваясь, однако, твын вначеями аргумента, которыя 
принадлежать промежуткамь, устяповленньяь при ‘изучени 
функщи. Но, при изучеши производной, должно обратить 
особенное внимае на тв значевя аргумента, при койхь 
производная ивняеть знаки, нди уничтожаясь, или переставая 
существовать волЪдетые обращешя въ безконечность или 
другямъ какимъ нибудь образомъ. Числа эти ограничать 
промежутки, внутри коихъ производная сохраняеть ‚постоян- 
НЫЙ знакъ. 

Расположивь ‘числа, ограничиваюния указанныя проме- 
утки для функц и вя производной, въ возрастающемъ п0- 
рядкЪ, разложимъ всю область: 

—ох=о 
на частных области, къ которымь можно будеть приложить 
предъидуия теоремы, прн помощи коихъ получится ясное 
предетавлене о ход® измзнеши фувкщи. 


$ П. Примёры на равъискане махниа (иавив) и наибольшихь 
(кзямеиьщихь) значенай функций, 


351. ПримВрь 1. Найти наибольшее в наименьшев значендя 
функции: 


ау Е а та--1 


въ зраницать: 


Производная предложенной функщи такова: 
Родине а 1 


Она существуегь при воякомъ значени д и обращается въ 
нуль пры значеняхъ аргумента: 


фо ь 


которыя лежать въ указанной области, 


ПАИВОЛЬПИЯ И НАИУБНЬИИЯ ЗНАЧЕНТЯ ФУЯКЦЕЙ. 321 


Составляемъ (349); 


981 


Я 9 = 164 


: р 
ПОаь Г@ = 


(). 


Такъ. какъ дашная функщя есть функщя непрерывная, то она 
иметь яаибольшее и паименьшее значення, которыя суть 
ваибольнее и наименьшее изъ чиселъь (2), а именно: 


_п 
в 


и 
в ы тм 


Дия иводфдоватИя, которыя изъ чиселъ (1) прелетавляють 
тадалитгы и тизитиниы, разбиваемъ промежутокъ (—8, 2) нь 
промежутки: 


(—2, —1, (—-10), {0 +1, (+2) 


и опредЪдяемь зваки пронаводлой въ каждомь дат этихъ про- 
межутковт.. . 

Въ первомъ промежуте производная положияпельная, во 
второмъ отрицетельная, въ третьемъ полоаклипельная, въ четвер- 
том положительная. СлЪдовательно, 


РИО, ЕН Ре, Г4О-НЫХ>; С-В, ГАНА), 


при достаточно маломь пололзительномъ #. 


з 
80 


Неравенства эти говорять, что /(—1)==55 есть эмизйнт, 


# (0) = м есть пиийтит и Г(1) 


“< не воть ни ммбзииит, ии 


8 
28 я 16: 
паздтит. Что ке касвотся вначен!!: {(—2)==--50 и =, 


то первое изъ кихь продетавляеть ибитися въ сторону воз- 
расталя аргумента, & зторое — мазйтит въ сторону убываня 
аргумент. 

Т-же результаты подучимь, если образимея ко второй 
и третъен производнымъ: 


"= 2" 
которыя дадуть: ‘ 


1 п==-4<0. [0 =12>0; ["а)=0, ГИЦ + во 0. 
1 
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352. ПримВръ 2. Найти наибольшее и нашиенымее знаме- 
я трезялена: 


Ки == а ее 
въ области: 
— сои = о, 
Производная будетъ такова: 
ав 6. 


Она пепрерывна и обращается въ вуль только при 


Составлаявит: 


<”, если а< 0, 


зд} 
з. прн я2 0 (#< 0) функшя пыфетъ ианмельшее (наибольшее) 
аа 6" 

4 
вначеня, Замфтамъ, однако, что оз (--©2) можно равематри- 
зать, какъ наибольшее {наименьттее) аначене фуякщи. Летво 
6 


и не иыфетт наибольшаго (наименышаго} 


значен 


а —й . 
видЪть, что значене [—=] == — есть имейлии Опазбинин), 


ет 
если ат: 0 (2 <0), во 
й 


Г Л 


ири веякомл, положительномъ №, отличном оть вуля, при- 
чемъ верхме (пижн!е) влаки соотвётетвуюгь случаю > о 
<). 

Какъ приложене, рпимъ задачу: 

Пзь веть зпреузальиниковь съ одна и поъии, же основатель 
+ периметромь опредълить поль изъ нить, который звищеть 
наиболылую ялощадь. 

Назвавъ осповаше треугольника, одну изъ лвухъ другнуъ 
вго сторонъ и периметръ воствфтотвенно ‘буквами а, # и в, 
попучимь для площади выражен!е; 


/ 
88=у т 
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занбольнтее аначете потораго въ области: 


лолжно быть пайдепо. 
Яспо, что найдя канбольшее и иаименьшее значения 
рункии: 


Ио) == (# а) (Ев 2) 1 —(и— р) вор 


и извлекая изъ нихъ, нослв умвожешя па 2 


я — а}, квадриг- 


ный корень, опредфлимъ соотвЪуствующ]я наибольшее и наи- 
меньшее зпачен]я илощади 8, 
Производная: 7/2) = — 3 —(а —р) обращается въ вуль 


ири При таковомъ = другая изъ недавныхь ото- 


фошъ треугольника будоть равна также 25", т. в. треузольниюь, 


зронзводная площади которазо равна нулю, веть равпобедреный, 
Составимъ тецеры 


ЗИ 


Числа али говорять, что наибольшая площадь зоотвЪтотвуетъ 
езнобедренному троугольнику, нацменыйая равна нулю, 


358, Примфръ 8. Найни наибольнее значене функим, 


Ра (а вм, 


298 р: ут и @>0, 85 одлиети аргумента 


эт. в, другими словами, найть наибольшее значеще произисденся 
степеней, въ показателяли, неменьильли 1, двухо полоосительныяе 
сомножителей: хо и ат, сумма потарызе постоянна и равна в. 


Производная будетъ: 


Рарннае- цао ера +). 
2 
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Она воть функщя вепрерывная, обрацалощаяся въ нуль при 
значевяхь аргумелея: 
ар 
Р-Я 
заключенлыхь въ указанной области, 
Составивъ;: 


Д(ау==0, 


ар \в / аа у у 


= “_\.. 
Ко -о, (=) ЦЕ; ра 


увидимъ, что наибольшее значен!е равно 


(ту) 


в 4 
Видимъ, что сомножители: ——- п -, при конхъ ивол%- 
и Ване 


дуемое произведен!е наибольшее, относятся, какъ покаявлели 
риа. Напр. наибольшее значене произведеня; 


х 
вв — а) 


соотвфтетвуеть значе аргумента, удовлетворяющему условно; 


— г и, слфдовательно, равно: 


Какъ приложеве, ушимъ задачу: изъ воть целинбровь, 
впиевнниыть в% данную сферу, опредвлить наибольший по объему. 

Назвавъ буквою 2 перемёнкый радтусъ оскован{я цилиндра, 
и буквою А радусь данной сферы, получимъ для объема И 
выражене: 


Тит ужо 


Ясно, что найдя наибольшее значеше фуикци: 


Ка), 
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иавлекал, засимъ, изт, него квадратный корень и умноживъ 
на 21, получимъ наибольщее значене функц Т(2), 

Принимая во вийман!е, что /(2) представляеть произве- 
деше степеней, съ показателями 2 и 1, двухь положитель- 
ныхъ сомножителей: 2? и Л*— а”, сумма коихъ равна. поотоян- 
ному числу А*, заключаемъ, что / (=) получветь наибольшее 
значеше при зпачеши аргумента 2, удовлетворяющемъ ура- 
вненйю: 


Ем й ИИ > 
тар Кое ви , 


причемь самое наименьшее значен!е объема будеть; 


з« (У: ИТ] +в. УТ 


т 
т. е. равно объему сферы, умноженному на и: 


354. Примфрь 4, Из воть поломлительныйь чигель т и 
у. Убовлетооряющиеь равенотву: 


туча, 


20% р, 4 и а суть положиьтельныя постоянныя чнола, выбрать 
знакдя, при коне сумма: 


/— 
рее 


Фыла бы нациеношая, т. 8, найтиь наименьшее знамена бума 
Зву положиипельныйь  сллаемыхь, произведение спепеней она, 
<ъ положительными показтеляли, равно постоянному положи- 
этелимому чиелу. 

По условю вопроса область аргумента такова: 


о-=з 


Производная предложенной функ такова 


2. 
а 


1—1 
ИУ." 
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и 


це 


Она обращается въ нуль при = } (2) . Составил: 


Г =, Ку «(») $). И —+%, 


увидимь, что второв изъ этихъ впаченй п есть наименитее 
въ указанной области, 

й 
4 


ныЪ. 


: В 
Замвтимъ, что система уравнен1 Рута, - 


И 


1 
. й 
етъ рышешемь именно; „И (*}. 


Отсюда слфдуетъ, что слазаелиня наименьшей сумлии отьно- 
вятея, каф положительные показатели, при исихь произведено 
степеней эпииоь слазавмыхь равно постоянному положительнодиу 
чивлу. 

Напримёръ, въ сумм: 2? +: слагасмыя таковы, что 
произведене нхъ стеденей съ показателями 2 и в, т ©. 

в 
#1)". [5 ‚ постоянно и равно 1. Слдовательно, сумма, эта, бу- 
дэть наименьшею тогда, когда слагаомыя удовлетворяють 


в 
‚ которов даетъ: =-И , и наимевь- 
шая вумма будеть такова: 


уеловро: 


8. 
Ув 


Какъ приложен, ршимл, зав дв задачи: 


1°. Меоюду веъми прямоутольникани одной постой же пло- 
щеди 8 опребъунить нольнениййй по периметци). Плевать ириле- 
эащуя стороны прямоугольника буквами = и у, получимъ для 
его периметра выражен! въ видв суммъ 9 + 2у двухъ элагае- 
мыхь, коихъ произведен 3х.2у постоянно и равно 48; едЪ- 
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довательно, - › откуда в--у, те и=у=у8; это 


говорит", что чекольй прямоурольниюе есть хеядритеь, причемь 
наименьш! периметрь равень 4/5. 


25. Изъ возить примыхь конусовъ одного и зто ке объель 
5 ла? опрейвлить називньшй по боковой поверненоетн. Назвавъ 


буквами 5 и у радусъ основашя конусй и его высоту, полу- 
чнмч, ио условию, 


Боковая поверхность конуса, наименымее значеще кото- 
рой ищется, имъеть выражеемъ: 


аще ур 


ВыЪоти того, чтобы икать наименьшее звачене этого 
выракев я, будем поваль напменьшее значене выражен 


а, 
5 
предбтавляющаго сумму двухъ слатаемыхь, произведеще оте- 


ценей коихь: 2“. (я постоянно и равно а. сл®довательно, 


Уравиеня: пйу =? их 


Подставляя эти значев!я въ выражен! для 8, вайдемъ 
искомую наименьшую поверхность. 
2 
ыы 
355. Примврь 5. Вовьмемъ функцоо /(2)-=х въ 06- 
лети — 1551. 
й 
й 2. 
Фуцкщя втв иметь производную В) = 5 для 
вофхь зпаченй д, ва исключещемь ит=0, це обращающуюся, 
однако, ни при одномъ изъ этихь значенш вт нуль, 
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Но при я=0 производная не существуеть; слЗдовательно, 
для получештя наибольших, и наименьшихь значений /(2) въ 
разематриваемой области составляемъ вначензя: 


. -ь 


ь г® И =а, 


изъ коихъ два, равныя 1, суть наибольшия значеня и одво, 
равное 0, ивименьнее значее въ указанной области, 
Для рышеня вопроса о чюмъ, представляеть ди Г(@) 
тазатит или пыттию функщи, составляемъ: 
Щ_а 
(№ <, 
: 


оС о 


2 


м =/-- №) 


при всякомъ положительном В, т, в, /\0}=0 есть мбммит 
функции 7(2). 
Разоматриваемая функц, при Возрастани 2 оть — со до 
0, убываеть оть-- со ду шшйлип?а, равваго 0, и, при даль- 
ЕЪЯзшемъ возрастании 2 отъ 0 до-|-о9 ‚ возрастаеть отъ пишитита?а 
до -|-©. . 
356. Примфръ 6. Изуиинь изливненя произведен, 


у зе — в — 2) 
85 обласпии 0=5=8. 


Производная разсматриваемой фупкщи такова: 
1’ = т 2—2) [в — Ив]. 


И функщя, и ся производная пепрерывиы для вофхь 
разсматриваемыхь аначен!й 2, ироизводивя изхевель корнями: › 
2 в корни трехчлена + (2) = @й —1121-3, паь коихь оданЪ 
т, заключен между он 1, в другой ©, змипочешь можлу 
Ги 2, ибо $ (0) >в, 9() он $2) то (181). 

Подраздфливъ указанный промежуток па чассные промс- 
жутки: 
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увидимь: Е) въ первомъ промежуткЪ производная отрицалельная, 
во второмъ положительная, сладовалельно, ея корень 2; даеть 
эаритит {{11); 2} во второмъ и третьемъ промежуткать она 
положительная; слздовательно, ея корень, равный 1, не даеть 
ни спритипте, ви талйтита, 3) въ третьемъь промежутк» 
производиая положительная, въ четверзомъ отрицательная, 
слЪдовалельно, ся корень 2, даеть пазёнит Г(их 4) въ чет- 
вертомъ промелеутк\: она отрицательная, въ патомт, положитель- 
ная, олъдовательно, ея корень 2 даеть вмиёииит Г(2) =0. 
Эти ревуньтаты можно представить таблице: 


ж |0 т, т 2, 8 3 


и оо чочо фо 


у 16 убываеть Г.) возр. 0. возр. /(22) убыв. 0 возр. 4. 
м/п шах а 


Кривая, графически изображающая функц въ указанной 
области, иметь 3. горивонтальныя касательныя (двф — пара- 
лельшыя ‘ови х и трегью — самую ось) въ точкахъ, абецнесы 
коих суть: м а, и 2, соотвЪтотвуюцЦя двум тнута и одному 
злахотийгу, и горизонтальную каовтельную въ точЪ, абоциоса, 
которой равна 1;°въ этой чочкф кривая разофукаеть свою ка- 
сательную и ординала этой точки ие есть ни пипори, пи 
ахти говорять, что въ этой точеБ кривая претеривваеть 
згибъ ` 

Эдвеь имфемъ прим руь, когда одинъ изь корней про- 
ивводной пе соотвЪтотвуотъ ви лушитииту, ни махирииту- 

357. Зам чаще. Изолвдоване фунющи Я пред- 
ставляоть большой интересъ. Ограничимся ифкоторыми чнолен- 
пыми прамврахи, которые далутгь, однако, возможность сдъ. 
лать равлачиия существенаыя замЪчаны, 

358. Примфръ 1. Изуньть измвноея фуницйь 


—” 


= 


эру изньнени атумента оть — > вв +50. 
Веремь шюизводную: 
` 


у' 
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И давная функщя, и ея производная суть функции чепре- 
рывиыл при воякомъ зпачен!и аргумепта, 

Оцредъляемъ: 

1!) Истинныя значения (311): 


[Е = =0 [и = 0. 


и 9-0 а 


2) ТЬ значения аргумента, при конхъ ирюнаводная функща 
обращается въ нули и которыя суть: 


ЖУх 


—1-у 


и значешя фувющи у при этихъ значеняхь аргумента: 
* 


_ =>, и У. 


Иаелвдун, мВннеть дли проиаводная. при своемь обра- 
цент въ нули, знаки, увидимь, что, при переход аргумента 
черезь 2, производная функшя изъ положительной двлается 
отрицательною, & при переход® аргумевта, черезъ 2, наоборотъ, 
ИВЪ отрицательной дЪлается положительной, 

3) КромЪ сего, для полноты изолздовашя, опредфляемь: 
&) тв значеныя 2, при коихъ у обращается въ нули и которые 
суть 0 и 1; 8) то зпачене х, равное—1, при которомъ зна- 
чон!е у равно своему значеншю при 2 = + < ‚т.е. равно 1; и, 
наконець, г) значене функщи у при х=0, которое равяо 0. 

Расположивъ вс отыфченкыя значеня х въ возраствю- 
щемъ. поряде\, составляемъ таблиду: 


[ 
| 


| ау 1 0 ну т + 
у пол 0 отр. отр. отр. 0 пол. пол, 

гу Е воз. Уз 6 1960 6 —у2 вов. 0 809. | | 
| (лах) (ши) } 


Вадимъ, что фупюйи иметь одизь слахниша и одинь 
тупит, причем ттахитиии болфе пилииа”а; фунищя прини- 
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маеть только значени, по два раза — каждое, заключенныя 
между шуитаотомь и шахнонитомъ, такъ что 


И жуж= УХ. 


Кривая, предетаваяющая ходъ 
функия (чер. 391, иметь асени- 
итотою прямую У =1, параллель- 
лую оси 120%, пересфкая её въ точкЪ 
А, абециеса которой равяа, — г. 

359. КримвВръ 2. Изелиобовиять 
излеъненя функции 


вр. 83. 


при изливненаи в оть — со до +°. 

Функщя прегериВваеть разрывы при 2=0 и при 2 =1, 
а потому для этахь значешй по имфеть проноводной. Для 
везхь остальныхь значений производная будеть такова: 


Опредфляемь: 
1) Нетинныя зваченя: 


= [+3: 3. 


3) Вначеня аргумента, при коихь фунишя претеривваоть 
разрывы, равныя; © и 1, причем 


у=то, Фо 
2 = 


Изслъдуемъ знаки производной въ омежноети съ этими 
зиачешями въ сторову убывайял и в5 сторону воврастащя и 
зидимь, что въ смежности еъ х=0 и въ смежности съ ь 
производиая отрицательная. въ объ стороны. 

3) Значешя аргумента, при коихь производная обра- 
1цаетел №Ъ нуль н котирыя, будучи корнями чиелителя: 


я — виа, 
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суть: =2(2— 98), 2=2(2-- УЗ), и, кромЪ сего, 


2(2— 8). 


2а--ув, , и 


г 


| 


Замьтимъ, что 2; заключень между би Ё, аз, заключень 
между ти -- %, ибо подстановке чноель о, ти -- © въ вы- 
ражен!0 2—8. 4, даеть слтауюцие звакн результатовъ. 


ос 


Цзельдуемъ знаки производной въ омежности съ #=а 
Ц оъ и, вЪ 96бЪ стороны. 

4) КромВ сего, для полноты изолфдованн, опредвляемь: 
&) тъ значен х, при койхъ у обращается въ пули и которыя 
суть: —2 и +2; $) значеню 2, равное 4, при которомъ ана’ 


. . 1 
чен!е у равно своему значелш при я -= 52, т.в. равно 5 


Раеположвивь ве отиЪченныя значеня 2 въ возрастаю - 
щемъ порядкЪ, разобъемть область (— ©©,Роо) аргумента на 
частные оромежутки н получим таблицу изолфдованя: 


р 
| 
Га-ю-з 0 4 о 4 У 
| 
р р 
У | отр. отр. бр. 0 по. пой. пол. пой. 6 отр. | 
| 
у |1 боя оз ий ВВ) ва оао, О ва у. 00д. 78) 65 


| 
(ии) (пах) 


Функщя п въ этому, примЪр\ имфегь одинъ тезёнит и 
одииъ эгийнию; но тибтит боле тазжбтитуе; фувкшя при- 
иимаерь уокдое из» значен, лелищихь вне зинйниийе и 
тазтиити, по два раза, и ив прннимаеть значенш, лежащихь 
внутри ихь, такЪ что: 


22-+уз). 


у=2(2— 3} 


Кривая, предотавляющая ходъ функщи (чер. 34), иметь 
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0, Х=ь па- 


1 
$ асимптоты: =, параллельную оси т, и 
5 у 


раллельныя оси у; кривая пореофкаеть весимптоту А”= въ 
лочк%, абециоса которой равна 4. 
Случав этот отличаетея су- У 
шественно отЪ предъидущаго. 
360. Примвръ 3. Изеледовать у, 
излиьнейя фуницеи: 
у. 
= 
в, ЕЕ 
в% область (— о, +09). 
Функщя эта претеризваеть 


разрывъ при 2-1, а потому, ирн 

этомъзначени аргумента, не нузеть Пер, 9+, 
производной. Лля остальныхь знй- 

че аргумента производная будеть закона: 


ОнредЪниюь вс зпаченыя 2, пвалогичныя тфмъ,. которыя 
огмВчены въ предънлущихъ примврахъ, ивел?довавь АНАКИ 
производной въ смежности съ тВми значейями и, ПРИ КОиХЪ 
производная це сушеетвуегь или равна пулю, получимт сл- 
дующую таблицу результатов: 


| 
= 
эл 
+ 
8 


отр. отр. отр, В пол. › пол. пол, отр: 


У 2 уб, ® фк —1 803. 0 воз. 2 803, 22 96. 3 


(тии. 


334 ГЛАВА ДВЪИАДЦАТАЯ. 


Видимь, что функщя иметь одинь эибйниюи, причемь 
она прицимаеть всЪ значеня, большя втого энбтинги по 
два раза. Мзакъ: 


ую! 


8 =: © 


Зальтнмь, что аначеше у, равное +5, можеть быть 


разсматриваемо, как тажйныя фувкии. . 
Кривая, предотавляющая холь фуякия (чер. 35), иметь 


Чер. 35. 


дДЗЪ ассимитоты: У =2. паражисльную оси х, я 
лельную осн у. 


1, пара 


Случай втоть существенно отличается отъ предъидущахъ. 
361. Примёръ 4. Изеледовать изивнешя фуниции 


въ облаети (— 55. оо.). 
Фупкця эта претерифваеть разрывы при = 0 на-е ни, 
олфдовалельво, для этихъ значен из имФеть производной. 


Дая остальныхь значенй аргументя проивводивя  будеть 
такова; 


Видим, что производная ни при какомъ нещественномь 
эначети аргумента не обралиается въ нуль, 
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ПвелВдован!е приведеть къ таблиц! 


} 
. 1 
2—1 и 5 Ч! +2 +5 
‚ зе 
у пол. — ПОЛ цол. пол. пел и, ГОЛ. 
у |--Г 808.0 803. 392 в08. —1 803. 4; в03. 72 воз 1 


показывающей, что фувкщя, ие имзя вн шфиилга, ни 
ттахвиии"а, находитея въ состози звозраставя, принимая 
по два раза каждое изъ аначени!. 

Кривая, изображающая ходъ функции (чер. 36), иметь 


Чер, 36. 


=-0, Х==2и "== — |, переская аосимитоту 


тра ассимптоты; Х 


ра 1 
Р’-=--1 вь точкЪ, абоциоса которой рава 5. 


ПримЪрь этоть сущесгвешио отличается отЪ предъидущихъ. 
362. Примфръ 5. Изельдовать изливнендя фуннции 


у= 


в% облаети (—° +0). 
Производная фупкщи будетъ такова: 
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Фувкщя и ея опроизводная пепрерывеы при воякомъ 


значений! аргумента, ябо зпаменатели не обращаются въ нули 
ни при какомъ вещественномъ значениг аргумеята. 


эблица изолёдовашя будетъ такова: 


1 В 5 

| & — [:] я 5 += 

| 

|: отрицательная о положительная 

р + 1 В 

Гу быв. 0 убыв, — 5 сбое о возр. 5 

| 5 з 
(шит. 


Таблица эта показываеть. что фунющя имфеть только 


эииатиит, приинмал в0Ъ значешя, заключевныя межлу —1 и 


1 
э: го два раза, такъ что: 


у Кривая, изображающая ходъ 
функши (чер. 37), симметрична от- 


носительно прямой: у 


1 
т Въ чемъ 


легко убъдиться, перенеся начало 


хоординать въ точку 4, 5). 


Кривая имфегь ассимитоту: 
1 


5. 


Чер. 37. 


У= 


ПримВръ этоть отличается оть прим ра 8-го (360) тЪмь, 
что функщя, изслёдуемая въ настоящемъ прим р», неирерывна, 
363. Примвръ в, Изуиияь излизненая функции 
—_ 98-й 
Ува 5) 


8% ебласти (— со, + 55). 
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Фупкщя претериваеть разрывы при «= и 2 и для 
этихь аначен аргумента не имзетъ производной. Для остель- 
ныхъ вначен! производная будегъь сл\дующая: 


‚ 2 (8— 22) 
веба 


Таблица изслдован!я будеть такова; 


| 8 и ] 


у 


% — © о 1 5 2 з +2 

у положит. пол. 0 отр. отрицател. 

у — 603. 0 603. {00 в08. —3 у6. со 96. 0 6. —: 
(тах.) 


Таблица показываеть, что функщя иметь только тахйтиию, 
принимая по два раза, вс зпаченя, большшя- Ч, и всЪ зна- 
чен]я, меньшия —3, и не принимая зиачен, заключенныхь 
между--8 и. 

И такъ, олЪдовательно, 


у=—8 и У=— 


== 


Че. 38. 


Кривая, предотавнающая ходъ функции (чер. 88), имъеть 
три ассимитоты: Х==1, Х-=8, У=-4. Она расположена оим- 


эы 
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метрично относительно прямой Х--, въ чемъ легко убф- 


. 3 
диться перенесешемъ начала координать въ точку (=. о) 


364. Примвръ 7. Изучить изливнемя фунии: , 


въ облавти (—0°,+ 0). 

Функщя претеривваеть разрывъ при 2==1 и для этого 
значеп!я аргумента не имфеть производной. Для остальвыхь 
значен! аргумента проиаволная будеть такова: 


Производная не обращается въ нуль ни при какомъ 
значеши аргумента. 


Таблица изслздоваши будеть такова: 


Еа | —= о й - < 
Га" | не = 
| | положительная, сущ. отрицательная, 
. | 
| . 
:у 2 вор. 6 00. 0  убываеть 2 1 


Таблица эта похазываетъ, что функщя ирннимаеть по два 
ава, веякое значен!е, большее 2, не прикимая значенш, меньшихь 
2. ЗдЬсь у=-+3ю можеть разоматриваться, какъ пахрлай 
функц. 

Цтакъ, 


у=2. 
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ЕКривая, представляющая ходъ функщи (чер. 39), имфеть 
дв ассимптоты: У==2 и Х=1 и симметрична относнтельно 


У 


Чер. 39. 


послЪдней, въ чемъ легко убЪдиться перенвсвнемъ начала, 


коордикать въ точку (1,0). 
365. Примвръ 8. Изучить излибнемя фуннцйк 


Функщя эта претерп®вавть разрывъ при 
гихъ значенш я производная этой функцыг тажови: 


Потивныя значен!я фучкци у при и = 
=—ю® р =+тоэ. 
т И 


Таблица изолЪдовашя слёдующая: 


+ 
8 


не 


у полон. 0 отрицат. оу, ОТРИЦ, 0 положит. 


: убыв. 495 убыв. 1 902 Но 
| (ийь) 


— 50 608. т убыв, — 
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Она показываеть, что функщя иметь тозйтит, рав- 


ный 1 и бйтит, равиый 1, принимая по два раза 


1, 
каждое значене, меньшее тахпици”а и большее патнииии”а, 
и не принимая значен, заключенныхь между тахипот’омъ 


и пулиитоомъ, Итакъ, 


и 


|= 


у=— 


Кривая, представляющая ходь функц!и (чер. 40), иметь 


3 8,3 
асонмитотами прямыя: Х = ди У= +1: 


и 


1“ Чер. ин. 


366. Примфръ 9. Изучить излиенемя дроби: 


32—41 —4 1__8 
. у За а 


знаменатель которой есть линейная фуннцйя, въ облавти (—0, +} 


Функщя претеривваеть разрывъ при # = +. Для осталь- 
ныхь значен х производная такова: 


62+ 16, 
(82—10 


Производная не уничтожается ни при кажомъ а. 
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Таблица иаслфдованя такова: 


‚| о —2. 1 | 
2 55 Е 0 ; 2 + © 
и не 
у положительная. бу положительная. 
у — © 003р. 0 068р. 4 в030. -Еоо 6088. 0 09. +55 


Таблица, говорить, что фунищя, постоянно возрастающая, 
не иметь, слвдовательно, ни шаштлаш’а, нн здахолтот’а я 
принимаеть всякое данное значек! по два, раза. 


9 


Чар. 41. 


Кривая, изобрезнающая функцию (чер. 41), имветь двЪ 
Зесимптоты: 


1 


Х=ук У=ё—1. 


367. Задача. Опредвлить, 6% какить зраницать должень 
занлючатьек данный прянолинейный отуутззонь а для того, чтобы 
возлююни была задача: 

Изъ конца А баметра Аб круза провести таную лорду АБ, 
чтобы, продоловивь эту орду за полуокружвовть, отложнеь ма 
продалженаи отиззакь ВС, равный рабзусу окрузюности, воединиоь 
хонець О опуиввка съ друшмь кономь @ баметра и проведя вы 
треугольнике АСФ’ орду ВШ, параллельную АФ, получить для 
пуллы' (АВ-- ВЛ) данный опуивокь а. Наававъ буввою # длину 
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искомой хорды и буквою + радусъ даниой окружности, по- 
лучимь уравнене: 


2? —(а—пе-+(и— в 0. (1) 
Рьшивъ его относительно а, найдемъ: 


ад, @ 


Искомая хорда = (аргументъ) должна удовлетворять сл\®- 
дующимь условямы 


(3) 


Вопроеь приводится, олЪдовательно, къ такому: 

Изучить изливменя вырасженя {2} въ области (В) илументи т. 

Функшя а(=), ввутри области (8), непрерывна. Производная 
ея саъдующая: 


ии 
(а) — 
#'® (2 


Опредляемъ: 
1) Звачешя функшИ в(2) к в”) на гравицахь области, 
они суть 


&(0}=27т,  @{8”) 3» в! (0) 1, а’ й . 


2) По уравненфо (1) всё тВ зиачошя аргумента м, при 
коихь значення функщи а раввы этимъ предъльвымь значе- 
вямь; эти значеня аргумента = суть 


а (27) =0 их; а-я фе 


два послъдья аначовя пе пыемлемы, нбо ови выходять изъ 
области (3)} 

8) Значеня =, при коихъ производная обращается въ 
нуль. Они вуть: 


1,5571 У), = (-1+ У). 
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Первое изъ нихь ие премлемо, нбо выходить изъ обла. 
сти (3). Изолдуемъ внаки производной въ смежиости съ 2. 
Она, при переход г через я, мФняеть знакЪ (—) на знакъ (+). 


Зиачен!е функщи (=) при х= и, таково: 
а (в) =С-ЕЖУ 8). 


4) Зваченя т, при коихъь @ равно нулю. Они не племлемы, 
бо они мнимых. 

ОтмЪтивъ в0Ъ вышеуказанныя значення ®, составляемь 
таблипу: 


0 т-1+У?) х 3+ 


д 


и’ 


а 27 убыв. *(—-1+78) возр. Эт 808. ры 


пом, 


| отрицательная 5 полонятельная 
| } 
|| 
| 


Таблица эта даеть олёдующя границы дия отрёзка а: 
{—е+ Уи 


и показываеть, что задачь имфеть: 

1) одно рёшенйе, т, е, существуеть только одна хорда 
2= АВ, воли отрЬвокъ в=(-—1+ У 8)", или удовлетворяеть 
условио: 


37а 


©: © 


2) два рВатен1я, т. е. существують дв хорды г. если 
отр®зокъ п удовлетворяеть условйю: 
СНУ оо, 


368. Вамъчан!е. Дадимъ нЪфоколько примфровъ на из- 
сивдоваше алгебранческихь выражей, содержащихь  ква- 
дразные кории. 
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` дов значене, заключенное между—4 и. Итакъ, слВдова- 
тельно, 


— ЧУЮ = у =. 


Кривая, предотазляющая ходъ функц (чер. 42), исхо- 
дить изъ точки А(—1,—4), опускаетея, чтобы достигнуть 


Чер. 42. 


зиинита въ точкВ 0, и, засимъ, поднимается, чтобы окон- 
читьоя въ точкЪ В (1, 2). Ръ точк№ 0 касательная параллельна 
оси 02; въ точкахь А и В касвлельныя перпендикулярны къ 
оси =. 

Кривая эта есть дуга, эллитса. 

370. Примфръ 2. Изелебовать излибненя фуннции 


205 @ веть полотительное члеело. 
Аргументь с можеть имЪть только чая значеня, при 
коихъ: 


а—# 


2 


220, что равносильно: («—) (&а+=)=0. 


Итакъ, слЬдовалельно, зиачен!я аргумента заключены въ 
области: 


— аа. (1) 
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При 2 = —в фузкщя претерп®ваеть разрывъ. Для осталь- 
иихъ значенй х производная такова: 


ду’ = 


27 ат @ ЕЯ 
' у: ета 


[ОЕ 


причемъ, въ областн (1), #20. 


При 
— а, КА 


+ а производная претериЪваетъ разрывъ, а при 
ь уже было зам®чено, опа не существуеть. 


Значешя аргумента, при коихь производная обращается 
в, пули, вуть корни чисхителя: 2* + аа — 2*; оши, какь видно, 
ныть противоположные знаки. 

Посмотримъ, заключены ли они въ области (1); для сей 
цълн подотавляемъ въ трехчлень и’таю— а”, вызото м, 
числа: —@, 0, а и замЪчаемъ знаки результатовъ: 


К 


Они товорять, что между 0 и д заключенъ подолентель- 
ный корень трехчлена, но между--в н 0 не заключень его 
отрицательный корень. 


И такъ, долженъ быть разомотрВиъ только положительный 
корень, который есть 


= ЧЕКИ 


Производная, прн переход№ аргумента черезъ х:, иизняеть 
зцаь |- на авакъ —. 


Значене функщи у при х==а,; таково: 


и оно есть махииит функщи, 


Значеня аргуменя, ири коихъь функщя у обращается 
въ пули, суть; 0 и а. 
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Отузтивь вс указанныя выше значеня, составляемъ 
таблицу: 


ола 5 «(— ЕНиВ) а 
ГО 
и’ сущ, положительная 0 отрицат. 
у Шо 00, 0 вв. “(УР У 5—2 убыв. 0 
| пах.) 


И 


И такь, функцйя у можеть принимать только значеня: 
—=у<1(-1+У9 Уу8—?, 


причемъ каждое изъ значе между тахпитиол’омъ и 0 приви- 
маеть по два раза и каждое изъ отрицалельныхь значении 
только одинъ разъ. 

Кривая, изображающая ходь функции (чер, 84), имфеть 
восимлтоту: У==-—а Касалельная въ началф координатъ, 


Чер. 48. 


черезт, которое прохоцить кривая, составияеть оъ осью х уголь 
въ 45°; касательная въ точкЪ (а, 0), черезь которую чажже 
проходить кривая, перпендикулярна къ оси а, 
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Поотроивъ кривую, изображающую ходъ функц: 


у——и У 


вайдемъ, что она представляеть вЪтвь, симметричную пай- 
денной относительно 06 02; совокупность этихь вЪфтвей 
образуеть крявую, называемую строфоидою (чер. 44). 

371. Примзрь 8. Изуиийь иаливненя функуй: 


э-и ° 


Функшя у звещественна только при значешяхь вргу- 
мента, удовлетворяющихь условию: 


2 — 1520. 
Услове это даеть двф области: 
Що 5. {1). 


Прах 
такова: 


— 1 функщя претероваеть разрывъ. Производная 


рпм 


Звачен!е х, при коемъ производная у’ обращается эъ нуль, 
едивотвенное, равное 2, и оно должно быть отброшено, какъ 
незаключенное въ области (1); для воъхь значен #, меньшихъ 
1, производвая отрицательная и для вефхь значенти, большихъ 
5, она положительная, отвдовательно, ни въ области: #1, 
ни въ области 225 функщя у не иметь ни шоу’ а, ни 
пах’ а. 

Значеня фувкш!И у и у’ для х 


3 © суть 


[2 ь и ъ у’) 
—® а=о Я 


=0, (у’) =0. 
Ч 


о 


— 


Значеня я, пря коихь фуввющя у обращается в вулы, 
зуты: Ги 5, 
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Таблица нзолвдован!я будеть такова: 


| < 1 1 5 05 | 

„ 56 1 

у о отр о ОТ. — 92 \ 2 пол 5 | 
| 

у —1 40. 0 9. 0 0 в, | 


Кривая, изображающая ходъь функцт (чер. 45), имветь 
ассимитотами!: У=— 1, У=-ти Х=+ 1. 


Чер. 45. 


Ч 


Въ точкахь (1, 0) и (5, 0) касательныя къ кривой периен- 
дикулярны къ оси #. 

372. Геометрическая задача. Опребвлить, 95 накиоь 
гранищахь долорена заключаться прялолинейный отрлезонъ в, чипобы 
возможна была слюдующая задача: на полуокружноети радйуеа т 
кайт тавую точку М, чтобы проекция Р этой точки на Яаметру 
АВ убовлетворяли равенетву: АР РМ = а. 

Вообразивъ, что искомая точка ДГ найдена и назвавъ 
отрЬзокъ АР буквою м, получимъ уравяен!е: 
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которое даетъ: 
а(х) -=#+ у @®—ю). (1) 


По условю задачи нокомое х (аргументъ) домьно заклю- 
чалься въ границах: 


(2) 
Зъ этихъ границахт, & есть вещественное число, причемъ: 

а (0)=0, в (2%) =; 
звачене 0 не пробузтаетоя ни при какомъ ичомъ знаненги 
аргумента, кромф 0; значеие эке 2“ пуобрытается функщей 


еще при ==”, так что @ (7) == 2*. 
Производная функди а будетъ такова: 


Она претерифваеть разрывы непрерывности при 2 -==0 п 
и =», 1. в. на границахъ области (2), причемъ: 


а' (0) а, = —о, 


Значешя аргумента, обращаюния проияводную въ нулы 
суть корин уравнемя: 


Узы т — ж==0, 


2-2 
которое иметь одно рёшене: 2, =, яе выходящее изъ 


области (2). Производная а’, при переходв = черевъ зто зна- 
чене, мыняеть знакъ -г на зиахъ —; олЪдовательио; значение, 


ав) ==" (1. УЗ) 


воть тахивит функщи я“ 
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Составивь таблицу: 


(пах) 


| ЕЯ 0 ы 2’ 
| # + © положительная 0 отрицател. — 05 
| 2 о 00. 27 60. з(-+У» убыв ак 


получаемъ результаты: 


Для возможности задачи отрёзокъ а долженъ лежать въ 
траницахь: 


0=и=5(1+ 2). 
На гравицахь имфемт: 


„УЕ , 
а= , низ ) 2 


[< 


Если отрЪзокь а лежить въ гранинахъ: 


2 =а<з ау?) 
то задьча имфеть два ршешя, изъ коихъ одно лежить между 


из 
ги а в эх, & другое между ВУЗ тим, 


Вели же отр%аокь в лежитъ Въ границахъ: 
0<%4< 9, 


хо задача имфетъ одно рВшене, лежащее между 0 я". 


373. Замфнане, Дадимъ изеколько примъровъь на изел%- 
доване трансцендентныхь функц. 


374. Примёръ 1. Изоледовать изльненя функции 
=”, 


95 #>0. 
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Производная такова: 


у’ а? (1-Ё 1062). 


Первый множитель не обращается въ нуль и воегда поло- 
жителенъ; второй множитель обращается въ куль при 


1 
#=., 


переходя оть отрицалельныхь значенй! къ положительнымъ. 
Отсюда олфдуеть, что функщя имфеть эжфийниия: 


‘оби ... 


Этоть мйиямий есть выЗотВ съ т%мъ и наименьшее зна 
чене, Функщя не имЗеть ни тахиачиотга, чи наибольщаго 
зналеня. 


375. Примёръ 2. Раземотримь фунецио 


ы а 
у= лари 


и’ 


теряющую смыслъь при #—0. 
Примемъ за значене этой функющи при #==0 вя истинное 
значене (311), т. е. примемтъ, ч10 


Чая: 
у (0) = р 
Производная, при #==0, опредЪлится тавимь образом: 
анал Ллле 01 
о 


т [= н| =. (815) 


Пьи до 


. х 
Данная функщя претерифваеть раврывнирия==я"---, 


обращаясь эт -Е со, ии а > 0, и въ 3 сэ, при # < 0, и, слздова- 
тольно, для этихъ значений не имзеть производиой. 
Е 
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Для вовхъ остальиыхь значенв производная будеть 
такова: 


Ян при кадомъ конечномъ значени м, за исключенемь 
д=0 производная не обралцается въ нуль, лбо уравнене 


28 — 8192 —0, 


лф вал часть котораго воть ‘чиелитель производной, имфегь 


20. 


только одно рЭшен!е: 


Обращая внимав!е ва знаки производной, видимъ, что 
ока полоюнтельная при положительныяь х и отрицательная 
при отрицательные =. 

СлЬдовательно: 

1) при оприцательныгь & фувкщя у есть функшя убывающая; 

2) при полозентельныеь х фунищя у сеть фувищя вогра- 
втающая; 

8) при х-=0 фунющя у перехолитт, изъ состоянфя убываня 
въ состояше возрастанёя, т. е. пуобуВтаеть иитит, равный 1 

И так, 

() =миу=1. 


2—4 
Производная фунюшя, въ смежности со значетями: 

т й 
а==йк-. при коихъ фунишя у разрывна, имфеть энакъ -{- при 


а>0и звакъ — при хх 0. 
Разрывы эти даютъ сльдующе промежутки для аргумента, 
внутри коихь функщя и ея производная непрерывны, а именно: 


НЕВА, +9. 62.6. 


п 


Въ промежутк® (-5+#), который навовемь главными, 


фуикщядубываеть оть +09 до 1 и пвозрастаеть отъ | до + 59, 
причемъ число 1 есть они функ, 


Въ каждомь изъ промежутков, леянищихъ вправо (влЪво) 
отъ главнаго, функшя, при возрастаии аргумента, возрастваетнь 
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«убываеть) оть— 50 до +00 {отъ 9 до — 0), обращаясь, 
олЪфдовательво, одинь разъ въ нуль и одинъ разъ въ число 1, 
но это число 1 пе будетъ имииил: оно будеть пуливит только 
ВЪ ГЛАВНОМЪ иромежутк®. 

Эти нули функщи будуть таковы: 


„— 8%, — т, —м, т, т, 8"... 


При этнхъ нуляхъ значеня производной будуть соолвЪт- 
ственно слвдуюндя: 


Зиядимь, что они безгранично убывають но модулю вправо 
и вяЪво, 

Кривая, изображающая ходъ функц (чер. 46), востонтЪ 
изъ безконечнаго множества безконечныхь вътвей. Она иметь 


у 


557 
Я 


= 


Чел. 46. 
безконечное множество ассимитотъ, параллельныхт оси уу, урав- 


{ : х 
нешя коихЪ суть: Х=и = 
тдЪ п произвольное цяое число. 


Ассимототь эти дФлять всю плоскость на полосы; въ 


хажлой изъ полоеъ лежить вЪтвь. Каждая изъ вЪтвей пере- 
23* 
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сфкаегь ось г въ одной точк тд ® соотвЪтотвениое 
ц®лое число. 

Касалельныя къ вътвамъ въ тЬхь точкахт, въ коихъ вЪтви 
пересфкають ось 2, составляють съ осью я углы, безграпично 


убываюиие. 
376. Примфрь 3. Газомотримъ функцию: 


а (=) 


Ея производная, при веЪхъ зназеняхь =, за исключе- 
з1емъ нуля, есть: 


Фупкщя у воть функщя непрерывная для вофхЪ значе- 
И 2, не иоключая и нуля. Производная у’ не существуеть 
при 2-0, какь было разъяснено выше (210, 5°); для воЪхъ 
остальныхь значенй о? ока непрерывва. Звачене в==0 иввлю- 
чаемъ изъ разомотрая. 

Звачейя функшн у для двухъ значешяхь х, равныхь по 
величин», но противопоповныхь по знаку, равны мезду собой; 
слЪдовалельно, достаточно раземотрьть полоовительныя значе - 
яя аргумента. 

18. Разомогримь сперва значеня аргумента 2 вт, области 


(=, +=}, 


в. удовлетворяюния услов!о: 


(1) 


1 к 
Ощы=о. 


Разсматривая второе выражеше производной, Вилимъ, 
что она, для объихь областей, полодешиельная, ибо дли мер- 
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вой (второй) области обь оомножителя отрицательные (поло- 
эжихельные). Итажъ, олфдовательно, въ области (1) производивя 
олокительная, функщя возраетолющая, причемъ;: 


, 9 (5 


т, у(© 


2'. Равсмотримъ теперь значеня аргумента внутри обла- 
1 . : 
ети (., =), 9. в. удовлетворяюния условно: 
1 
оа=. (2) 


Въ этомъ промежутк® разоматриваемая функщя обра- 
зциетеся безконечно большое число разз в вуль, & имеино при 


Е 1 
2%’ тр дж т 
в. в. при 
к, ет, зави, Беьнк . 
ка ”: ” я # . 


ВоВ эти значенн х имфють предЪломь и==0, при како- 
взомъ функщя также обумцается въ нуль. 

Равобъемъ разоматриваемый промежутокъ (2) на, бизконеч- 
нов мнорюество частныхь прометутковъ: 


1 1 1 1 1 т 
(оз (еж) (в). ®) 


Покажемь, что въ каждомъ изъ этихь промежутковъ 
фуньи иметь или по одному ину, или по одному 
ииийтииеу, причемь въ промежуткахъ, занимающихъ нечейигыя 
мета въ ряду (8), фунаин доститаегь зайитинга, а занимаю- 
щихъ четныя бота набнии’а, 

И въ самомъ дм въ соотв тетви ст промежутками (3), 


промежутки лия (-—) будуть: 
} у г 


(*, 2”); {2т, Вт);  (8т, 4)... {3'). 
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Но мы вилЪли (375), что разность фап8 (=)- 


каждаго изъ промежутковъ (8’) обращается въ нуль и только 
эры одноль значеви аруумента; при кождомъ изъ этихъ значен]й 
производная также обращается въ нуль, какъ похавываеть ея 
второе выражен!е, и ме обращаетея въ нуль, какъ покавываеть 


вя первое выражеше, при значешяхь аргумента, равныхт я, 


> м, .. з обращающихь ея перваго сомножителя (05 (:) 


въ нуль, а втораго — въ бевконечность, 
РИ й 
Назовемъ значешя =. обрыцающя производяую въ вули, 


соотвЪтогвенно каждому промежутку, черезъ: 
1 
‚ 0‘. 


и замЪтимъ, что значешя эти, лежа въ промежуткахь (8'), 
заключаются въ елвдующихь частяхь этихь промежутковъ;: 


т 8%). э„ Е 8"), р т 
Без Я к: 


и, сифдовалельно, не заключаются въ слЪдующихь частях 
этихъ промежутковъ: 


=} м Бы 


Вь областяхь: 


В мы ва. 


производная поперемВино полоовительная и отрицательная, т.е. 
функщя оъ убывашемь аргумента поперемино убышаеть И в08- 
растаеть. Въ областяхь же: 


1 1,5% 
(=, 5 =), (= 5 э«) ( 


производная поперемнно отрацательная и полозвительная. 


1% 
а «") ... 
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И такъ, слВдовательно, въ весьма ограниченной области: 
о<#< 1. 
я 


функщя у имфетъ фезконеное иножеетво пииётиюбовъ ц безко- 
нечное мноомество тахипипговь. УМайюиюы соотвётОтвуютЬ 
зваченямъ аргумента; 2, Ян .-3 

тахипип?ы соотвфтотвують значеняхь аргумента: и, т, а... 
причемь: 


В 1 1 2 1 
<“, < К <<... 
Е] 1 з 1 2 1 
|< << Г, <<... 


Значешя аргумента, соотвВтотвующя мазряиигамь и 
эититгамъ, и самые назйпияты и змтйтитгы стремятся къ 0, 
но этоть 0 ие будеть ви зйжтиятомъ, пи тазинии?омъ, ибо 
хотя производная, не существуя при #==0, сущеетвуеть для 
сыежныхъ вначенш, но нельзя указать такого промезжута о-- 7, 
зь которомь производная сохравяла бы совой знакъ, какъ бы 
не было мало 1 (343), 


у 


Н 
, 
| 
, 
} 
й 
р 
р 
| 
| 
| 
| 
| 
5 


ан 


Чер. 47. 


Кривая, изображающая фуниц!ю (чер. 47), иметь авоими- 
Тото: У 
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377. Нримёръ 4. Разомотримь фунвцйо: 


й 
уе” уе 


Производная ея будеть такова: 


Фунюшия вещеотвенна только при 


—4и=фа, 


причемь 
9—9 =6 уро = у 4 =. 


«Бункщя у прегеривваеть разрывъ при 2=0, причемъ 


=: 
30) = Ша | в 


смотря по тому, будемъ ли «<. 0 или > 0. 
Производная у’ не существуеть при я ==0, причемъ, однако, 


при смежкыхь значешяхъ, въ ту и другую стороны оть 0, 
имфеть одинъ и тотъ же знакъ (—). 


При 2 ==-— 4 производная претеривваетъ разрызъ, прияемъ 
УЕ, 


Производная обращается въ нули при я ==—З и 5=4, 
причем, при переход аргумента черевъ значене 2, произ- 
зодная мЪняеть знакъ -!- на зиакъ —, а при переходЪ аргу- 
мента черезъ значене г =4 производная мВняеть внакъ — па 
знакъ --. Слвдовательло, функшя у достигаеть, при 
эидайтит' а. и, при 2 =4, тнлениита, причемт 


й 
= - . 
у =е и — тавйтит, (4) питании, 
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Таблица изслЪдованя будетъ такова’ 


0 з оо 
отр, полож, 
де сущ. в 0, 
| возраст. _  Убываеть | нозрает. 
у о о РУЗ < 
| + © 


па. 


Таблица эта говорить, что функшя принимаеть вс% зна- 


ченя, заключвнныя между 0 и У 
1 


г 
ченныя между е У8 и +<, и каждое по два раза, и не при- 
В 


. 5, я, 
пимлеть зпаченш, заключенныхь между У ие уз, и 
отрицательныхь значен!. 


Кривая, которая изображала бы ходъ функшш, легко мо- 
жетъ быть поетровна. 


378. Примфрь 5. Иэауиить изливненя функцёи: 


и вов ‘вначеныя, заклю- 


’ 


ы 
р —б (= —) 
Уз —Со5х 
въ облавы: - би, 


Функщя эта непрерывна при воЪхъ вначешяхь м и не 
уничтожлетея ии при какомъ вВначени *, ибо синуст и ко- 
синусь заключены между —1ти 1. 

Производная этой функщи такова: 


Сова — 1 Ви 


(УЗ — Сов} (УЗ — С052)* 
Значеня в, уничтожаюцщия производную и заключаАюцяся 
въ указанной области, суть 


® 
ву 


ря 
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Производная, при переходв х черезъ г‚, мВняетъ знакъ 
-- на —, а при переходф черезъ 2; знакь — на ---. Слвдо. 
валельио, фувкшя у, при =, равномъ 2, достигаеть яаз- 
тит’а, & при 2, равномъ хх, ибийниита, которые суть: 
— И 
у (=) = У, У (а, == . 


Таблица такова: 


‚' я 3х эт 
2 6 ё , я 27 
| у’ | полн, 0 отн. 0 полом. 

у ко УЗ мы ИБ вр ЗИ 

| (пах) (швы) 


Таблица эта говорить, что фулкшя принимаегь по два 


Е н 


г 


рава каждое изъ значен/, заключенныхь между числами 
У3; я не принимаеть значенй, лежащихь внЪ этихь чисоль. 
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Понямя объ интегралахъ. Главнёйпия ихь свойства. 
Вычислене площадей. 


$ Г. Опредвлеиный интеграль, Его геометрическое иотолковаше, 


379. Опредьлене. Разсмотримъ фуикщю [ (2), непре- 
ривиую вЪ области аргумента: 


Аг В, [© 


и возьмемъ въ этой облаоти иЪкоторое число в, Предположение, 
чо существуегь фуикця ф (2), непрерывная въ обшаоти (1), 
удовлетворяющая слвдующимьъ усповамь: 


1) проязводная этой фуикщи, +=), равна, для воякаго 
значеня аргумента въ области (1), данной функцш { (2), т. е. 


Фи) = (о), 
2) эта функщя о (=) уничеожается при 2==а, т. 6. 
Ф (@) =0. 


Покажемь, 940 сели даъ функции ф (2) и № (2) обладают, 
въ облаети (1), указанными свойствами, то онзь въ этой области 
равны. И въ свмомь дЪлЪ, положимь, что 


$' (2) = /@) , (2) =/@), 2) 
Ф (а) =0 , Ч) ==0, (8) 
Равенотвя (2) дають (292); 


9 ==о®) +, 
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РДЪ © есть постоянное число для области (1). ЗамънивЪ въ 
этомъ равенствЪ букву х Числомь а, получимъ: 


ва) =з@+е, 
откуда, на основани равенства (8), получаемъ: с ==0, т. е. 
6 (2) 0). ч, ит. д. 

Ниже будетъ дано геометрическое представлен! фувкши 
2(1) и ТЬМЪ геометрически доказано ея существоваше, 

Фунящя © (=), по отношению къ функщи [(2), называется 
опредфленнымь интеграломъ фунящи (2), взятымъ между предфлами ис. 

Итакъ, опредфленнымь интегралонъ функым 1(х), незрерывной 
въ области арзументии: 


А-В, 


взятымь менду предёлами @ И 2, 245 в есть опредвленное чиело изе 
этой области, называется фунвщя, производная которой равна данной 
функщи въ указанной области, уничтонающаяся при 2х == а, 

Фузищя (=) овнатпетоя символомъ: 


, ееувь. 


Значев!е этой функщи при ?=, гдф 6 лежить въ об. 
ласти (1), т. е; число +(5), обозначается символомъ: 


В 
Деев 


и называется опредфленнымь иниералоль фуниции [(х), ваянымь 
дковду пределами в и 6. 


2 
Итакь, символ [ [(2) @г предотавляеть, по опредлень, 
й 
виолкВ опредзленную функцию, непрерывную змЪотЪ съ /(@), 
удовлетворяющую услодямь: 


вт а , 
"в =! Диван, 


в 
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Чиела а и 2 называются соотвфзственно низениь в верх- 
иль пуедълали интефоле, данвал функщя /(®) называется, 
по отношению къ ивтегралу, нодънитегральною функцию. 


в 


380. Примёры 1. [ иг 


ибо 
2 
Отсюда, напр., / а == Е 
а 
ы 
20. . 1 Созайе = ие — 1, 
6 
ибо (= 2 ==008#, (и Ва 


= 


з 
отсюда, напримръ, / Созгае Втя— в 
напримзръ, , 5 


я 


381. Обоблщеве поняя о площади. Члюбы дать 
теометрическое иредетавлене опредфленнаго интеграла и тёмь 
теометрически доказать его сушествоване, усталовихиь понят! 
объ алзебранмеской площади, между пребелани а и 2, ограничен: 
Ной данном кривою, воью 2 и двумя орбитали, воотвьтет оон 
абециееамь аи 2. 

Поотоянную абециесу а и соотвЪтетвующую ей орданату 
будемьъ называть начальнылии абоциосою и ординатою. 

Разомотримь во олучан, которые могуть предота- 
виться. 

17. Кривая расположена надъ’ осью 2 (чер. 10, стр. 148). Алее- 
бральческою площадью 9, соотаьтетвующею звометрической площады, 
заключенной между крцвою, слою # и ординатали: начельною и 
соотаттетвующею абециесть е, назовель положительное или отри- 
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цателаное число, модуль которазо измтряеть эту зволетрическую 
эмощадь. Число ото дубежь считать положительнымь, вели 2 > а, 
в отрицательным, вель вх а. 

Праиюры. Пусть начальная абецисся а = 00. Если 
#-=ОВ,, > а, 10 8=--ил. РР.ВВ,; воли «= ОЕ, са, 0 8= 
— пл. РО. ЕЛ,. 

2'. Кривая расположена подъ 00ью х (чер. 17), отр, 148), Еели 
иривая расположена 100% овыб 2, то аллебраичесная площадь В 
ечитаетоя положительною, еели & < #, и отрицазтельною, гели 
ира, . 
Прнитры. Пусть начальная ябоциоса, 2 =0Е,, Вели == ОВ, 
ра ® 8=—фФ, ЕЁВ,В; если = ОВ ха, 10 8= 
== -- пл. ЯР, 

30. Кривая нересфкаеть нБенотьно разъ ось (чер. 48). А левдраи- 
чеоною площадью 9 называется сумла алебраиметияь площадей, 


Чер. 48. 


соотатнетвующихь зеолютримаскиь  площадящь, обравуемыль 
зривою нада овмю т и подь нею, 

Приливры. 19. Пусть пачальная абоцисса а = Оа. Если 
Оба, то алгебраичеся площади, соотвзтотвуюя 
теометрическимь площадям, обравуемымъ надъ осью, суть: 
а, «В, + ЕМЁ и+ СО, в алгебраическ!я плотцади, соотвЪт- 
отвующя гоометричеовяиъ площедяхт, образуемымь подъ осью, 
суть; — ВОК и _—РРО. 

Ольдовалельно, по опредёленио, 
Я==-- ил, а.2В — ил. ВЕ -- пл, КМ. — ил. ГРЬ-+- ца. 000, 


или 9 == (пл. аа В-- пл^КМИ-+ пл. 200,) — (пл. ВОК- пл. СРР), 
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т. © ели пра, то алеюбрашиеская площадь равна разности 
мезкду сульмою звомепиурическиеь площадей, образованные надь осью, 
и суниою зеометричеекить площадей, образованныть 100% ось. 


20. Если =— ОМ <а, то алгобраическ!я площеди, во- 
отвфтотвующя геометрическимт, илощадямт, образованяымЪ 
надъ оси, суть: — пл. вай, — пл. РОТ, в алтебраичесяя 


площади, соотвфтетвуюция гвометрическимъ илощадямт, обра- 
нованнымь подъ осью, суть: + ил, ЕЗР в + пл, ТММ,. 


Слждовательно, по опредфленю, 


6 =— пл. аа -- ил РОИТ+ пл. ЕВЕ + пл. ТММ, , 


или 8 - (пл. 28 + пл. ТММ, — (пл. аи + пл. РИТ), 


т. 6. сели 2 < а, то аллебраичееная площадь равна разности мезеду 
сумею зеометричевнияь площадей, образованиыть объ овмо, и 
сужиою геометричеениюь площадей, образованныхь надь осью. 


382. Производная алгебраической площади. Изъ 
предыдущего опредфленя слФдуетъ, что алгебраическая пло- 
щадь, соотвтетвующая геометрической площади, ограничепной 
кривою, осью # и двумя ординатами, соотвЪтотвующими або- 
циссамъ: начальной аи перемвнной и, представляетъ совер 
шенно опредёленную функцию х: 8 (2), тавъ что важдому зна- 
ченто # аргумента 2 отьфчаеть совершенно опредфленпая ал- 
гебраическая площадь, т.е. опредленное значенге этой функции. 


Покажемъ, что производная алаебрашчесной площайи 8 (#) 
равна фунищи [(2), здв [(Ф) ееть левая часть уравненя 


У=/%), 


принадлежелцато кривой, отраничивающей воотелтетвующую +е0- 
метричееную площадь, 


ч. е. 


7), ао 58а. 


Положимь, что начальная абецисой а == 04. 
Для лучшаго усвоевя. разсмотримъ отдфльно два, случая, 


Случай 1. Перемфнная абециоса а = 00 а. Соотвтетвую- 
щая ей ордината у== /(00)=— 00, 
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Дадимь оперва абоциесВ = положительное приращеше 
А = ОО, (чер. 49). Фучкщя 5(%) получить приращене, гото- 
ров, пи опредфленно алгебранческой площади, таково: 


&48(2) 9 (2+1) — 92} = — пл. 06, К, 2, Ь 6. 


Положимъ, что точки 2, и К, дуги С, Б, суть точки, со- 
отвЪтотвенно нанбол%е и наименве удаленныя отъ осн г; орди- 


Чер. 49. 


латы этихъ точекъ суть: — 27. и -—КА,. Поотроивъ ва 0т- 
р8зкъ ОСР=А прямоугольники, высоты которыхъ были ом мо- 
дули этихъ. ординать: ЬЛл и КА,, получимь: 


КК, са. 00, К, В 00 <. 1, 
а потому 


— ДБ. А9(8) < —КК,.й, 
огкуда, по раздфлеши на положительное чиело Л, 


Пл ие <-БК. 


Боли прораене абсциссы 2, г. её, А, будеть огремиться 
къ нулю, то ОК ни ОР будуть также отремиться къ нулю; но 
тогда ординаты: — ЕТ == КО) и — КЕ, == (ОК) будуть етре- 
митьоя, волфдотв1е непрерывности функщи #(2), къ ардинатгь 

‚— 06. =К0б) =. 

СлЪдовательно, 


т [299 842) 


ъ =0' (2) =[(»). ч. ит д. 
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Дадимъ теперь абоцисс№ 2 == ОС отрицательное прирваце- 

10 # -— — ОР (чер. 50). Фуикшя 8 (2) получить прирацене, ко- 

торое, по опредфлен!ю алгебраической илощади, будетъ таково: 
48(2)=5@--й—8(#) = вл. 60, 14 Е, 2,20. 


Положимъ, что точки Г, и К, суть зочки дуги ВБ, С, 
кривой, иаибол»е и иаимеизе удаленныя оть оси и; модули 


Чер. 50, 


ихь ординать суть: 274 и КХ,. Цостроизъ на отрфзкЪ ОР прямо- 
угольники съ высотами: 2 и КК, получимы 


ОР.КЕ, < ш; 00, Г, Е, 2, Ро < ОР. Г, 
а потому 
СР. КК, < 48 (® < СР. Щ; 
но Од-=— №; слвдовательно, 
—В.КК, < 48} < — №. М. 


РаздЪьливъ веЪ части этихь неразенетвь на отрицатель- 
лое число #, найдемъ: 


— 2 < ® «к, 


охкуда заключаем: 


Би 


и == 9' (2) =Ё 3). чи, т.д 
0 . ` 


2+ 
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Случай 2. Перемфнная абоциоса в — — ОС (черт. 51). Сод- 
твьтотвующая ей ордината у == /(- 00) =— 00;. Дадимь, на- 
примфръ, абециосов « положительное приращене 1 — + СЪ, 
лань что и +1 ==-- ОХ. Функшя 8 (#2) получить приращеве, ко- 
торое, по опредвлешю алгебраической площади, будеть таково: 


48()=8%+ —8() =— п. 060,2, Ь6. 


Положимь, что точки Г, н А, дугн С, Г, кривой суть 
точки, соотвЪтетвенно наиболфе и наимень? удаленныя оть 


Чер. 51. 


оть оси м ординаты этихъ точекь сут: — 27. п —ЁК,. НПо- 
отроивъ па отрфзкв ОР = прямоугольцики, высоты которых 
были бы модулн этихъ ординать: БР, и АК,, получим: 


КК,.в <нл, 00,20 < а.%, 
& потому: 
'— Б.й <48) <—КК,.Л, 


откуда, по раздЪлеши на положительное число 71, 


2, << к, 


Развуждня относительно этихь неравенствь подобно предь- 
идущему, получим: 


Шо ея = Г@). чи, т. д. 


ь-и 
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Тотъ-же результать иайдемъ, если возьмемъ отрица- 
тельиое пририцеше #. 

Мы брали площади А8 (#), хежашИя подъ осью 2 но легко 
повЪрить, что получимъ тВ-ме результаты и тогда, когда ило- 
шади 452) лежать надь осью 5. 

383. Геометрическое ‘предотавлене интеграла 


{ Ё(а)4з=. Алгебраическая площадь 8(2) обладаеть обоими 


свойствами опредъфленнаго интеграла, ибо, во первых, по до- 
хазанному сейчась, ея производная равна подъинтегральной 
функши и, во вторыхъ, 


Итакъ, олфдовательно, алзебранчеекая площадь, вботвевт- 
отвующая звометричевкой, озромиченной: кривою, урввненле кото- 
рой есть у==Р СЕ); ординатомиь соответетвующими абоциесниь 
их, и 060 2, можеть разозинтриватавея, какб зволетрическое 


уредетавлене интеграла { Е()а2. 
& 


Допустивъ существоване площади, можемъ утверждать, 
что / 7@) г вущеотвуеть н представляетъ непрерывную фунх- 


цро аргумента 2. 
384. Анахитическое выражене алгебраической 


а 
площади, представляющей интеграль [ #2) 4. Апте- 


в 


браическая площадь 9 (2), представляющая иятегралъ { Р(2) 92, 
& 


можеть быть дама въ видЪ аналитнческего выраженя, разы- 
окатемъ коего. сенчасъь и займемся. 
Положимъ, что функщя /(@), иепрерывная въ области 


АВ, 


изображена кривою. 
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Начальгыя абецисса и ордината суть: 
& — Оци [ (в) == аа, . 


Случай 1. Абоциеса 2 == Ос > а (чер. 52). Ветавимъ, между 
числами @ и т, (п—1) произвольныхь чисель: г, т ..., Фи, 
‘удовлетворяющихь иеравенотвамь: 


<... Заки... За. 


Волвдотве сего положительный промежутокъ и— а ра- 
зобъется на # положизтельныхь промежутковъ: 


м — а, п, — 4, на... ФФ. (1) 


'Принявъ вотавленныя числа за абсциосы и построивъ со- 
отвфлотвуюцщ!я ордикаты, разобъемъ геометрическую площадь: 
«аНЕ,РТ, ВС, Са, заключенную: между дугою а Г, С, данной 


Чер. 52. 


кривой, осью абециесъ и ордииатами: Бачальною аа, и конеч- 
ною (—00,), на полосы. Соотвётетвующая алгебраическая 
плошадь 9(2}==- ил. ваН — пл. НКР-- пл. Рр9— ил. 90,6 
разобьется на слазаелиыя, продотаваяющя алгебраичесмя изо- 
шади, соотьфтотвующя тВмъ полосамъ, ив которыя разбилась 
твометрическая площадь. Назвавь эти слагаемыя воотв\- 
ственно буквами: 51, 6,..., 8... бы-ь ба, НОДУЧиМЪ: 
= +5... +9... 184+. 0) 


Разсмотримъ одну изъ этихъ полосъ: ав у: ЕРЕ, Уна Яны, 
воотеиствующую промежутку яна — 2% (на чертеж, дабы не 
осложнять его, она одна и изобразнена). Соотвйуготвующая этой 
полос алгебраическая площадь 5 будеть такова: 


А; —- ил, её Р-Р ил. Руна. 
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Ясно, что она удовиетворлеть неравенотвамъ: 
— ил. пир < 8 < пп. Рунаяьа. (3) 


Положимъ, что лочки Г, и К, суть точки кривой, наи- 
болфе удаленныя, въ области. (пни, 2), отъ оси ж: одна надъ 
осью, другая поль нею. Ординаты: №№, и —КЕ, предогавять 
сООВВТетвенНО нимбольцее и намменьщее значешя фуикци }(2) 
въ этой области. Назовемъ эти значеня соотвфтственно бух- 
вами: 4/; и тг. Построивъ на отрфакё х;ж-- прямоугольники, 
высоты коихъ были бы модули этихъ ординать, т.е. Г. и КЕ, 
понучимы 


ил. Руна вон < яна в) ВТ, , 
пл. ву Р «ан. —®КХ,. 


Принявъ во внимане, что СЁ, = М; и КАД, == — ии, пере- 
пишемъ эти неравенства чанъ: 


ил. Руна (на —) М, 
—л. ву Р > (на ат. 
На основав и сихъ неравенствъ неравенства (3) дадут: 


(анали ти < 8, < ин) М. 


Написавъ подобныя неравенства для каждаго изъ проме- 
жутковъ (1), получимъ : 
(2-8 в <8<@-ф9 М,, 
(ы—в) т < -2) М, 


(от, За — ть) Мь, 


тдь М,, М,, ..., М, вуть мамбольимя значетя функщи #2) 
змь промежучкахь (1), & ы, т, т, суть наименьыйя зна 
четщя ея въ втихъ’ промежузкахъ. 

Слощивъ эти неравенства по частям н приняв во ъни- 
мая!е равенство (2), получимъ: 


гот а)т, +... + в) там, + 
Ч — УМУ... + жа) Мы, (4 
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Случай 2. Посмотримъ, каковы будуть неравенотва, анало- 
тичныя неравенотвамь (4), если конечная абоцисса х менфе 
начальной а. 


{На чертежЪь, для равнообразя, абецисся эта взята, отрница- 
тельною, а именно: —00< а). ‚Ветавныъ, подобно предъ- 
ндущему, между числами а ие, (и — 1) произвольныхьъ чиселъ: 
2,7... би удовлетворяющихь условию: 


арирщ>.. >аизина>.. аи и. 


Волфдотв в сего отруииительный промежуток г— а рало- 
бъется на И отрицательныхь промежутковъ: 


м — в, 2—2... нае. бб [0 


Поступивъ подобно предъилущему, т. е. принявъ вотавлен- 
ныя числа за абециссы и постронвъ соотв Фтотвующя ордипагы, 
резобъемь на полосы геометрическую илощадь аа, НРГ, 6.0, 
заключенную между дугою а.Г.0, данной кривой, осью 80е- 
Циссъ и ординатами; начальною ии, и конечною (— СС}. СоотвЪт- 
ствующая алгебраическая площадь: 


5(2) = — пл. а Н-- пл. НЕР — пл. РЁ 9-ил. 96,6 


разобъетоя на слазаелыя, предотавляющя аагебраичесыя пло- 
щади, соотвЪтетвуюция тёмъ полосамъ, на которыя разбилась 
геометрическая площаль. Назвавъ эти слагаемыя соотвЪтствен- 


но буквами: В, бро бы. Зв бы 
получниъ: 
Я -+8, +... 58... 84+ вы ) 


Разомотримъ одну изъ этихь полось: а: уг, РГА ум вн, 
соотвтотвующую промежутку сна — а; (на чертеж, дабы не 
осложнать его, она, одна и изображена). СоолвЪтетвующая этой 
1ол06 алгебраическая площадь А; будеть такова: 


в: = пл. а: у; Р-——пл. Руны Фа. 
Ясно, что она удовлетворяеть неравенотвамт: 


— пл. Руна ща < 8 < пл. чу: Р. (3') 
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Положимъ, что точки Гл и К, суть точки кривой, наи- 
болфе удаленныя, въ области кромежутка (21, 2:), ОТЪ 06И =, 
одна — надъ осью, другая — подь нею. Ординаты СГ, и— КК, 
предетавятъ соотвЪтствевно намбольшее и наиленииее значення 
[(®) въ этой области. 

Назовемь ихъ соотвЪтетвенно буквамн: М; и ми, Ностроивъ 
на отрЪзкВ з: зна прямоугольники, высоты коихь были бы 
модули этихъ ординатъ, т. е. Г.Г, и КК, и привявъ во вкиман!е, 
что, въ разсматриваемомъ случаев, основан! этого прямоуголь- 
вика равно полоэюительной разности @ — тна, попучимъ: 


' пл. Руны ®на < (иранцы) Та, 
пл. чу Р < (0—2) ЕК,. 


Прикявъ во внимане, что 1/1. =М; и ЕК, == — я, пере- 
пишемъ эхи неравенства, такъ: 


— пл. Руза Яны > (вин 2) Мь, 
пои Р Зы —здть 

На основани онхъ неравенотвъ неравенства (8’) дадутъ: 
(дна — ©) М (ана вт. 


Написавъ, какъ и въ предъидущемь случаЪ, подобныя 
веравенотва для каждаго изъ промежутковъ (1) и сложивъ 
ихь, получимь: 


(и — а) М, + (а, —1,) М,+... ев) М№< 5) < 


< т На, — зд +... Нет () 


Воть какимъ образомъ намфнились неравенства’ (4} для 
2-го случая. 


Назвавъ, для сокращеня, 


(тат, На мт, Г... + (@ — 2 а) то == 5, (@), 


(В) 


(в, а) М, + (0 — М, .., + (е — вь-4) Мь == 8" (2), 
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можемъ капнеать неравенства (4) и (44°) такимь образомъ: 
ед -> || Га) 5 (9), (0 
2 


сдЪ веруше знаки соотв тотвуютъ случаю > а, ннже!е — случаю 
2<а. 
Неравенетва (С) замбчательны: ови пряводять  вычислене 
В 


алгебраической площади 5(<), представляющей интеграль [ Г (=) 42 
р 


м вычисление площадей прямоугольниковъ. 


При помощи этихь неравенствъ мы и получимъ нокомое 
аналитическое выражене интеграла: 


р 
ИХ (га, 
Неравенсива этн ДАТЬ; 


5", (#)— 8 (#) 


г 
< 


Г гезаг — 868) 


[о 


: р 
[ло — 8) | < [увы 


уДЪ 
5" (в) — б’ци) == (и — а) (М, — т) + (0% — 2) М, — т) +. 
+ (а— (М, —т,) , 


откудь 


еб — 9 да ++ [(еь -— а) (М, — т) (а, 9 ХМ ту. 

+ @ — и) (М, — т), @) 
сд верхнй знавъ соотвтотвуетъ случаю я>а и ннжн!й-—слу 
чаю 2<а. 
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Разсмотримъ какую ни есть изъ разностей: 
М; —ты, 
входящихъ въ правую часть равенства (р), соотв®тетвующую 
разноотн и— я, и положимъ, что 
М = (а: ), т; ==[ (8), 

гл№ в; н В суть значешя аргумента х, лежепая въ проме- 
эмулкВ (2, вр 1). 

Мы видфли (159), что вели функция Г(0) непрерысна въ 
зизкоторой облавтиь, то для воякаго значения 4, левощаго въ этой 


области, существуеть одно и то же конечное №, при котором 
неравенотва,: 


ВЗР —Ра) <, 
20% В есть сколь угодно малое положештельное чиело, будутуь илавть 
ризшене: 
—1=8—4=й. 
Вепомнивъ 910, положныь, что чноло ® чноель хх, вогав- 


ленныхь между @ и с, таково, что, при воякомь #, 


—А ж — в <+А; 


но тогда —1 < в —& < А, и, саЗдовахтельно 
—В< Иа) — 76) В, 

1. 6. —#< М —вы <8, ино < М; — пи < В, 

Тахъ какъ М: >т:. 


Замфвизъ въ праной части равеноква (р) вов разности 
а 


М, — т; большимъ чиоломъ и предположивт, что В == =) 


1. 


тдВ а произвольно малое положительное чиело, получимъ: 


оу в] а [Я ы вр @-ь- 


или |8» (4) — 5} | < = (#2 — а), 


=8=9` 


т.е. [ви — ви [< 4. @ 
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При помощи этого неравенства неравенства (7) перепя- 
шузся такъ: 


<а , <« Ш 


[ко 42—59.) 


: 
Деб ая— 8) 


ГДЪ а веть околь угодно малое число. 

Неравенства (Ш} будуть продолжать имфть мЪето при 
безсраничномъ убывани воВхъ разностей 2:—2-: и, елВдо- 
вательно, прн безграничномъ возрастани ихЪъ числа п, АЖ 
какъ сумма этихь разностей остается цостоляно равною #— а. 


Слвдовательно, 


в 
(=) де == та | В» (2) == | 8" (#2) , 
1 ие ле]. 

или, зам®ная суммы 5,(#), 6»'(2) ихь значемями, 


р 


Д кеь та [© аул, К (жур... (и) т] , 


Й пе 


ф 


, | роде фа [эм (Мк... ем, . 


Их 


Эти выражен могуть быть преобразованы въ иныя. 
Раземотримь выражен!е; 


2 @,— Я) + г) Ц... ем) НЫ), 


ДВ Ё, &,..‹, ь СУТЬ иромзвольныя значешя аргумента, лежа- 
ня’ соотвзтотвенно въ промежуткахь (4, 2), (2, м;),..., 
(ти, @). 

Совершенио тьмъ же путемъ, какимтъ получили неравен- 
ство (1), найдемъ, что 


У®—в |< , 


8 ®<а 


Неравенства, эти показываютт, что выражеще У! (27), при 
ъ 
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безграничномъ возрастави и, стремится къ тому же предфлу, 
къ какому стремятся выраженя 5» (7) и 5»'(2). А потому: 


Ги = 


= [(ве-а) ПЕ) ль +.. ое ОИЫ] > 0 


и=< 

Это выражен!е нятеграла или алгебраической площади за- 
мЪчалельное и можеть быть равоматриваемо, какъ его анали- 
тическое вырамене. Его мы и хотЪли найти. Равенство (Т\) гово- 
рить, что, допустивъ существоване алгебраической площади, 
можеть утверждать, что выразжене 


(на) (Е) + эВ)... ОР, [6 


ТДЪ [(%) есть непрерывная функцая, етремитоя, при дезеранич- 
моль убыванйи модулей разностей: х, —а&, —1,,. 
пб закону им есть закону, въ опребълениолу преблелу. 

Замётимъ, и занфчане это очень важное, что независимо отъ 
тЬхь геометрическихь сообразженШ, которыми руководетвова- 
лись при доказахельств® равенетва (Т\), можено было бы показать 
зналитическимь путемъ, что выражене (У), разсмотрьниое 
с6м0 йо вебю, отремитея къ иъноторому предълу, независинолиу 
отб 1700 завона, по которому модули разностей: п, — а, 2. — и, 

., ®— ап бозеренично убываютьь. 

Но мы этого не дВлаемь, ибо доказательство это выхо- 
дить изъ предфловъ нажего разсмотр%®н{я. 

ЗамЪнивъ въ равекотвВ (ТУ) проиввольныя числа: &, Ё,, 
..., ёь ввятыя въ промежуткахъ (а, 2), (ш;, 22), ..., (Жи, #), 
соотвЪтетвенно начальными числами этихъ промежутковъ, или 
хонечными, получимъ слёдующ/я два выраженя для интеграла: 


5 + 


еее 


ва [© а) (а) + (а, — =) №) +... 48—97, 


© 
аи, Ге) вое „+е—а-оГ® | . 


со 
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Положивъ въ первомъ наъ этнхъ выражен вов проме- 
жуткя равными: 


ан м. НС - 


получимъ: 


т 


[був = ео. [ВОИНЫ], (УП) 


[ее 
откуда а = Ша [авы НЫ . Ш 
р 


Равенство вто говорить, что отношене: 


Гоа 


предотавляеть среднее арнеметическое иатъ веть значенй, при- 
нимаемыхь функщею въ промежутк (а, =). Это среднее арио- 
метическое очевидно мене наибольаго зкаченя ЛИ и менфе 
наименьшаго значешя т, принимаемыхь фуикцею въ томъ же 
промежуткЪ. Такъ какъ функшя /(%) есть, по условию, функ- 
щя непрерывиая, го это среднее ариометичеекое принадлежигь 
къ числу значений функщи при нЪкоторомъ значении & аргу- 
мента, лежащемъ между вия. 


Итакъ, одЪдовательно, 
в 
[ То 2 -=@— Г, о 
ё 
тдЪ Е ость которое среднее между а и 


Равенство Это зализчательное и носитъ назвазе теоремы о 
среднемъ значенм. 


з 
385. Прим ръ. Вычиолимъ интегралъ ] 2 42, ДВ ьвоть 
: 
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натуральное число, примЪняя выражен!я (1). Инъемъ: 


ао а ВН, (а. — Бы _ . 
АРНЕ еее +. Нели а 


асе. 
соед ие. Нод ] 
Изъ алгебры извЪетко, что > 
РО. За < рага,й, 
НР ара ЗИ о Зои, 


че) )5“ о Зое «(ры (ше 9. 
=— 


Ея жа 


Сложнвъ по частямь, увндимъ, что постоянное числ 
+1 — ЗЫ заключено между двумя перемвЕннми, ныфо- 


в 
щими одивъ и тоть же предьлъ, а именно Нь / а 8; 
; 


слЪдовательно, это постоянное чнело и воть этоть предфлъ. 
Итакъ, 


наи 
а ит о Ы 


г 
386. Замфчан1е. Интеграль [ Р(2) 4 пиплетоя иногда, 
& 
хотя и неправильно, ВЪ вид: 


, Ге 4. 


Во должно ясно понимать различе между верхнимь 
предвломъ = и буквою =, помфщенною подъ зяакомъ иитеграла; 
эта послздняя, какъ показываеть найденное ананитическое 
выражеше опредфленнаго интеграла, означаеть всякое число, 
заключенное между иредЪлами интеграла, между тВмъ какь 
зерхй предЪль означаеть всякое значеше аргумелта въ той 


382 ГЛАЗА ТРИНАДЦАТАЯ. 


области, въ которой {(2) непрерывна; буква # или, помфщен- 
ная подъ знакомъ интеграла, называется ‘переливною чните- 
зрированая. 


$ П. Неопредфленяый интограль, Частные интеграны. 


387. Неопредленньый интегралъ. Частные инте- 
= 

тралы. Ивтеграль Дгеума не есть единетвенная фувкщя 
* 


=, производная которой разна данной функщи /(ч). Н зъ са- 
момъ дълА, всякоя функщя, отличающаяся отъ этого инте- 
грала на какое ин есть поотояяыов число, имфеть производ- 


ною ту же функц /(2}. 


Положимь, что ${=) есть катая нибудь изъ функшй, 
производнал которой равпа {(2), такъ что 


9! (2) ==Г(). 
Выражеше: «тб, 


тдВ О есть произвольное постоянное число, называется неопре- 
ъ„дёленнымь интеграломь фуницти /(=)} и обозначается символомъ: 


го аа. 


Шщакъ, неопредфленнымь интеграломь функции 7(2) или 9и$- 
ференщала {(2)4% называется выразювние: 


Дгеде=е®-Е с, (и 


29% о веть накая нибудь фуннуя, промзводная которой равна дам- 
мой функщи [(®), в О воть произвольное постоянное число. 


Всякая функщя (=), производная которой равна /(%), 
иродотавляется выражешемъ (1) при нФкоторомъ частномъ зна - 
ченш поотояннаго С. 


И въ самомъ дёлЬ, изъ равенствъ: 


4 (г) =/@), $' (2) =7®), 
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слфдуеть, что 

№) =) с, 
гдЪ е есть нёкоторое опредзленкое постоянное число. Равен- 
ство это и показываегь, что функшя 15 (2) получится изъ вы- 
раженя (1), если въ немъ сдълаемъ : О=е 


Отсюда вытокаеть, зто неопребъленный интеграль предста 
вляеть выразжюенае вефхь функций, производныя которыхь равны 
банной функции Г(2). Каждая изъ этнхъ функшИ называется 
застнымь интеграломь функии Ё(=). Равомотрённый нами опредЪ- 


ленный интеграл: 
/ Ге) а: 
И 


предетавляеть тотъ изъ частныхь интеграловъ, который обла- 
даеть свойотвомъ уничтожалься ирн х==а н которы, какъ было 
показано (379), есть единственный, обладаюций этимъ свойствомъ 


Ясно, что неопредфленный интеграль имфеть въ числф. 
свонхь выражен безконечное множество опредвленныхь ин- 
теграловъ, отличающихся другъ оть друга свонмн нижиими 
предЪлами, т. е. тВми значешями аргумента, въ облаетн нв- 
прерывности функщи #(2), при коихъ интегралы уничтожаются. 


Должно ‘замфтить однако, что не вся частный ннге- 
траль предотавляеть нЪкоторый опред%леиный интегралъ: 


Уно, 


«а 
т. е, функцию, уничтожающуюся при нЪкоторомъ г. 

Напр, функшя Эю=— 7, представляя частное выражен!е 
неопредвленнаго иятеграла: Й Созаж, не уничтожается ни ири 
кавомъ г. 


387. Выражеве опредёленнаго интеграла черезъ 
какой ни есть изъ частныжъ. Опредюленный интеграль 


= 
/ й (2) 4: предетавляеть фавновть: Ч! (2) — № (@), 20 4 (2) воть 


й 
хавой нибубь изъ частныеь интизраловь фунищи Г (2). 
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И вь самомъ дви, по опредЬженио функщи % (2) и инте- 
= 
грала { Ё(=) 42, низемь: 
в 


а Зе 
Фе) —Г@}, “р — =! @); 


р 
олъдовательно, (2) = / (аа Не, (1) 
а 
тд е есть нЪкоторое постоянное число. Замфнивъ вв этомь 
равенствЪ букву х числомъ а, получимъ: 
В 


(а = [ез ав 


< 
но, по опредъленю, / Кг) аг==0; сиъдовательно, $ (0) =е, и 


в Ю 
на оеноваши равенства (1), 
я 
Деву м — 9, (4) 
а 
что и нужно было показать. 
Формула (4) говорить, что интеграль 


. ы 
прелетавляющ И значене интеграла / КЕ 


й 


‚ при и==р, хожеть 
быть вычиеслень по формулы: 
Ито У, ©) 
гдь 1! (2) == [ (8).  Формуда (А) говорить, что въ символ 
ь 
„ева можемъ букву = замЪнить какою ни есть бухвою. 


1 
чавъ чю можемь, паприиврь, писать; 


лы ме при, ло и. т. д. 
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388. Важное замфчане. Найденное выше (384) аня- 


з 
литическое выражене интеграла Х 7(2) 42, предотавляющее 
Н 


его сущность, не даеть права заключать, что ототь интеграль 
способеяъ выражаться при помощи вонечнаго числа, извЪетныхь 
намь функщональныхь знаковъ. Наоборотъ, только для нЪкоторыхъ 
функц: /(®) такое выражеме возможно. Чтобы понять эту 
мысль, замфтимъ слЪдующее: вообразимъ, напримВръ, что 
вамъ предварительно были бы неизвЪетны функц: 1061 и 


а й 
в:6 (але м, тогда интегралы: <, Х ге „, Представля- 
# 
} $ 
юцце эти фувкщи, ибо: 
ЮЖ» 1 @ (агс Чаде я 1 
1 ов -- о, 2 в р» то Чавд 0 0, 


не выражались бы въ извзотныхь намь функтональыыхъ зна- 


кахь и представляли бы особыя функци, которыя мы могли 
бы назвать логариемомъ и арктангенсомъ. 


2 
Нахождене вырмжешя интеграла Г (ааа въ извЪотныхь 
ё 
уже функцюнальныхь знакахъ, когда эт0 выразжеше возможно, 
г 
и изучеве освойствь интеграла 1 Ге) н способовь его 
% 


вычисленя, когда это выражен!е невозмозино и когда, слЪдова- 
тельно, интегралъь предотавляетъь особую функцию, ране 
неизученную, составляеть предметъ интегральнаго исчисления, 
которое представляеть истинный источинкъ воевозможныхь 
функщональныхь зависимостей. Мы можемъ дать зд®сь только 
нЪкоторыя обийя свойства н обийе способы, на которыхъ 
основывается интегральное нечнелене. 

389. Основныя свойства опредфленнахго интеграла. 

1°, Изъ понямя объ опредфиенномъ интеграл олЪдуеть: 


а Я) 1) 4 а 
=), Г гда 
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2°, Если (2) ==7(®), то формула (4) (387) даеть: 
ло = (а) — 1), Г Г(е) аа = 9) — Ч; 
отеяда, 
До = 10) — (2), р й 1 (а) аз (а) — 16). 


Сравнивъ правыя части этихь равенствъ, подучимъ: 


‚пела -- [ув © 
в 5 


т. е. определенной иниеграль св постоязньниь вертнилмь предтлому 
изменяет зназъ от перестановки, 1069е.ловь, 


88. Боли ®' (2) =[(@), то 
д 
Де = — 9, 


Напишемъ тождество: 
90) — Та) = Ра) — а] [а Зо — в), 
тд числа: а: а. ..., 4» выбраны совершенно пронавольно въ 
области непрерывкости функщи {(2). 

Тождество это даетъ: 


ь а} а 
Дед ар = [тат + Л: +... 
Н Е Н 


в $ 
+ [ее + Де @ . (2) 
ар 2 

При помощи этой формулы можно, между прочимъ, при- 
водить вычислен!е нитеграла непрерывной функшн {(®), задан 
ной въ предълахь ннтегрирован/я различными аналитическими 
зыражешямн, къ вычислению нитеграловъ этихъ аналитнче“ 
кикь выражени, 
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1 
Требуется, напр. вычислить интеграль [ Г) аа, гл р) 
& 


задана, выражевями: 


й . 
Гы = для оо, и Ра) = — #1 для т 1, 
причемъ значен{я этихъ выраженй при 2-1 совпадаютъ. 


Формула (2) даеть: 


О 


горда = Годв+ [сэ 


з 


Такъ какъ: 


то 


1 . 
А 2 1 
Г ана { 5+) ( 5+) 5 
Н 1 ! 
РУ 
и, слёдовалельно, 
а 
ЕЩЕ 
[го %=+3=т. 
5 
Замътнмь здВеь котати, что этотъь интеграль намз- 
ряеть площадь треугольника, образованнаго прямыми: у==з, 


у=—е Ти о6ью2. Вычисливь, дия повфрки, эту площадь 


по правиламъ геометрии, получимъ дЪИствительно число 1. 


ъ 
4°. Мы видёли, что Г Ре) аз 06—08) [(®, тдЪ & веть 
Н 


среднее между ди 5. 
25% 
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Формула эта можеть быть получена изъ формулы Лагранжа, 
а 
И въ самомъ дВлЪ, положив; ИА тое=Р(® — (а), г 
я 
Е’ (2) = [(@), получимь: 


в 
Гида Е — Ра =0-б—4Е'8-=0—9 1. 


Изъ предъидущаго равенства непосредотвеняо вытекаеть: 
5°, Нели въ промежутке (5, а), 20% а<Ъ, Г()> 0, то 


5 
/ (а) 4 > 0. 


$ Ш. Опредфленные интегралы оъ бозконечныхк предёлами. 
Интеграль, въ которыхь подъинтегральная фунишя знутри 
предёшовь интегрировавя обрыщаегоя въ безконечнооть. 


390. Интеграты, предфлы козорыхь безконечны. 

5 
Опредёляя интеграль Г [(®) 4, предполатели, что предфлы а 
и 6 суть чиоль коиечныя и чо фувктя /(=) въ облоств инте- 
трировыия есть функщя конечная и опредфленная. Но яр 


чзетъотныхь увлобяжь, симвопу этому можно дать омыелъ и 
въ ТЪхь случаяхь, когда предположения эти не выполняются. 


Будемъ понимать подъ символами: 
в й а 
Геедаь  Дродаи,  Дебда 
Н о “о 


предфлы, вели они существуютъь, къ козорымъ стремится 


ь 
[ Наби, если ооотвЪтетвенно стремятся: 6 къ со, или @ къ 


со, или © къ +0 на кь — 0. 

Существують нВкогорые признаки, которые позволяють, 
ирн помощи изолздовая только подъинтегральнего диффе- 
ренщала, судить о помъ, существують ли указанвые предфлы. 
Но мы не будемъ говорать объ этихь признажахь. Замытнит, 
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‘однако, что води извфотень неопредфленный интеграль Р(2) = 
= Г Ра) @и, то формула 


Ь 
Уи = — (4 


часто позволяеть узнать, стремится ли, при безграничномь 
возрастанн 6, нлн @, наи фи & вмфотВ, предложенный ните- 
трать къ конечному предфлу. 
Дадимъ иЪзоколько примровъ. 
< 
391. Примфры. Ю. Найдемь интеграл; ‚еее. 
$ 
— —5 — вх 


‹ , 
Легко цовфрить, что [е @-==—т ‚ибо (-: } = ел, 
и ФР 
” ем 
Сл»довательно, | а = т. 
Ы 
. ых 1 . 
Иели д > 0, 10 йт ( у ") == у, & Потому, вела №0, 
но 
[3 в т 
Дель и = (ив Г; мае] ъ. 


. фене 
5 == 


оли же й < 0, 10 / 


№" (2, прн безграничномь возра- 
отанфи 0, безгранично возрастаеть по своему модулю, н, слЪ- 


р 
довательно, / г 42 пе иметь конечваго вначешя, 
$ 


ях 
20. Разсиотрииь интегралъ: Г Эш зах. Такъ какъ 
8 


Дала а ня Сова-Е 0, ибо (— бозиу == Вша , 
2 
то [злоба == — 0089 Сова. 


& 
Если $ стремится кь безконечностн, то — Соб, колеблясь 
между —ги -Р 1, не стремится къ предфлу, Олфдовательно, 


2 
интеграль И Вт 42 не‘имфеть омыоле. 
# 
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3°. Разсмотримъ  интеграль: лы ия. Можемъ предполо- 


жить, что > 0, ибо, въ противоположномъ случа, могли бы 
намфнить # въ —1, такь какъ подъинтегральное выражене 
ие изызнилось бы отъ сего, Принявъ во вннман!е, что 


[2 


вта=ъ ато 2 + С, ябо (+ ато {ап = 1 


— пи, 
получимъ: 


р БЕ 
А-В это апт 


Ясли 0 стремится къ оо и а стремится къ —о2, № 


Фит (го фи 3) рт (вте {ао 1) = —5 , 


и=-ю 


и, ольдовательно, 


4°, Разомотримъ интегралы: 


г Ф 
Дети Совы и Деев фа, 29% @> 0. 
й 5 


Легко повфрить, что 
й 2—4 008. 4х 


1» (2 бовё УвтЬ а) Е 


т 


—“я $] —=— 
Г о я 

сли а> 0, 10, прн безграничномъ возрасташи 2, функ- 
ци, помфщенныя въ правыхь чаотяхь, стремятся въ нулю, и 
слъдовательно, 


ь (ед = св) —- 6. 


Ё 


х 
И== Сов ‚ 


р 
/= Яо жа = 


392. Интегралы, въ коихъ подъинтегральная функ- 
пля обращается въ безконечность. 1°, Воли фунюшя (1) 
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становится безконечностью при х=5, то подъ символом 


Ъ 
/ Р(®)42 понимвють предзлъ, если онъ существуеть, къ ко- 
$ 
торому стремится интеграль / [(з) 4%, тдВ 0 —я заключено 
между ди 2, когда а стремится къ нулю. 


И такъ, еоли [(5) = со, 10 


Плоольсьь Ре , 


в=0 
причемъь 8—а заключено между в и 6. 
20. Если Ё(4) = + о» то; 


[ло да == / г) “| ‚ 
а-я 


а=0 


причемъь «--х заключено между ди $. 
3°. Воли /(е) = о, гдЪ е лежить между @ и В, то: 


Г 
+ И 


ъ в— 7 
Ра) ав — Шт (2) 
ом-ы |7 {. 


Пао @=0 


сли извЪотонь неопред®лениый интегралъ #() = Г. Ка)ах, 
то, при помощи формухы: 


+-а 


Гтоы-Е-9— Е) 


часто легко судить, существуеть или нЪть искомый предфль. 
Дедимъ нЪоколько примфровъ, 


1 
393. Примфры. Г, Найдель интеграл: / ее 8% #0. 


тофонъ подзинтегральная функя становитея безконечностьв при 
вержнемь предел, 
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@& 


х 
Легко повфрить, что / у ж го тю, Если # етре- 


1—# 


мится кЪ 1, то правая чаоть етремится къ =, и, олёдовелель- 
но, по опредЪлен!ю, 


ыа 


1 
шо 
утв = 
1 
“4 
20, Наядемь интеграл: у’ в поторомь подъинтетраль- 
Р 


ная функцея становится безконечновтью при ниоюнель предл, 
Легко повфрить, что 


ЛЯ 


Сивдовательно, 


1 


2/=2--С,  отвуда у 


8—2, 


И= Ши [—22] =>. 


а 
+ 

35, Найдем интералиь / 4% въ которому подъиниегральная 
р 


фунишя обращается 66 безконечность при нижнем предьле. 
Такъ какъ 


Г Е =105#-- С, ю == — Юва, а потому 


. 
Чи |. 
ша [-0в=] =. 


Е 
4 Р. „ [4 
„ Разонотуииь интегралы | т;, в® которо побъинтеграль- 
Ее . 


ая фунющя обращается внутры. предвловь интегрированя, 
при 2-0, в5 безконечноеть. По опредёщентю (392) н при помощи 
анелнти ческаго выражешя инеграла (384, УТ) получимь: 


+ — +: 2 Ее ы 
/ а Х Нл Г ЧЕеарь а / ша 08 = 
— — + Су 
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Но если а и х’ стремятся къ нулю чезавиенио друть от 


друга, то 108 > ‚ не стремится ни къ какому предфлу. Сл®до- 


вательно, символъь: 


г 
/ = вполнЪ ивопредзиенный. 


< ГУ. Формулы и стобобы, служалие для нахожден!я инте- 
граловъ. 


394 Задача интегрированя. Интегрироваль функшю 
7(2) значить найти ея интегралъ. Задяча интегрированы яв- 
ляется, такимъ обравомъ, обратною задачЪ дифференцирования. 
Въ задач. дифференциреваня по данной фуници находитея вя 
производная; въ задач интегрированы по данной производной нахо- 
дится функщя первообразная. 

395. Основныя формулы. СоотвЪтотвенно основвымъ 
формуламъ, относящимся къ производнымтъ, получаемъ парал. 
дельно основныя формулы, относяцияея къ интеграламъ. 


ре ниы 


1 ' 


т. 
1 Ы т 1 ) . ды: 7 пт 
. т 


нем, Гена, 
ГД т отлично оть —1, 


Ее 


во а а. а 1, 
80. а Фо р, [* д 
: 


"Е 2 а Е 
Ге де С, ]° фене 1. 


== бови, [свай вшо--С, Гоовава = Ву 


50 Вт 


А 
6%. 5082) щи, Гпавьн-- бе +6. зтове=— ше. 


У 
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д (ля Ё , 
т д без що + 6, = = ла, 


7 Бам?/ Эш 


в 
#. А—биве) _ ге р 
==— 6042 -- С, | зрлх бов а. 
< 


оо. аси) _ 
^ 


——= == агс Эа +, 
г 
ТВ 21. 


10°. Аакобоне_ 1 й 
ЗУ 


& УЕ’ 


я 
=— 8176 0085. “ | 
у 


# 


= пгобивач 


А хи. 


р 
р У И. 
р 


‚а реа вива, 
й 


о аыобои 1 Г и __ И 
12°, г н=›/ пра обе, г = - вто С0482-} 


ва 


396. Обобщен1е основныхъ формула. Въ каждой 
изъ основныхъ формуль можемъ подъ янакомъ интеграла и 
зь правой ея части замфяять букву # функц! ею $(я), 

И вь самомъ дьлЬ, воли 


Де 41 — №) -- 0, т. в РГ, 


ь о Го аведн ГР боби- Ра] +0, 9 
ибо (223) 


о руб. 6 = Пер, 


т. в. производная функщи 2+), помфшенной въ правой 
части равенства (А), равна подъинтегральной. фуиющи инте- 
грала, помфщеннаго въ лЬвой части этого равенства; слфдо- 
зательно, равекство (4) иметь мото. . 
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Формула (4) даетъ: 
у Пореае— в- ® [6]. (4. 


397. Прим ры. 


1°. Ге а)" аз =/ ео г, 


ГД т отлично оть — 1, 


4(&— 
В #9 1ов (2—#)+ С; 
з. Г вимобовийь-= /^Бшым (Зе) 9-0, 


4. / "р (27) зараз == й ^ В (22) 4 (2) == — 608 (7) + 0. 
50. ее Оовгах == те 4 (Зша)-= вт С. 
6. Г (108 2)". & — /бовтуа дов Чех с. 


м. т, п. 


398. Вынесее множителя за знакъ интеграна. 
19, Если +'(2) = (=), то 


2 
Г говно — (0) 
Въ соотв'тотве съ формулою (216,1°); 


Го ор) == Оба, 


имфемъ: 


ое офф, ©. 
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или, принимая во вниман!е равенотво (1), 
Е 


ого @#=0 Й 1(2) 42, @®) 


в 


Ч. ©, в опредьленномв интераль постоянный инооюлиель можетьь, 
быть выведены за знакъ интеграла, 


20, Для неопредфленнаго интеграла имЪемъ непосредотвенио: 


Й СГ @ Й Тел ах, (2) 


ибо 


ВЫ ИИ 
4% ах 


Равенство (2') должно покимать такъ: каждое изъ выражетй 
интеграла Г ОР (т) @% равно каждому изъ выражен С / Издая, 
сложенному съ иЪкоторымь постоявнымъ, 

399. Интеграль суммы, 1°. Воли $. (2) =} (»®), то 


ров — а ео 


Въ соотвтетве оъ формулою (2183): 


о] очнь... +60, 


имемъ; 


2 


О] 


& 


[воть ®+... 56], 


или, принимая во внимане формулу (1), 


лоно. -+ 0] в= 


= ве оа+ (+, [и 
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1. е. опредъленный изтеграле суллии функ равень суллив ин- 
тераловь этить фуниий. Формуль (П) предполагаеть, разу- 
мфетоя, что интегралы правой части равенства существують и 
число ихъ конечно. Можеть случиться однако, что ивтегралъ, 
помъщенный въ лЪвой части равенства (П), существуеть при не- 
существовани н%которыхъ интеграловъ правой части. Дадимъ 


т 
= ‚ предположивъ, что ея 


, : 1 
примфрь. Возьмемь функцию бт: — 5 


значеве, при 2 =-0, воть 


Шт (виз) = | о (814), 


Вия = #„Вше 
#0 


и раземотримъ интегралы 
д 1 1 
/ [= Е — 8 9. 
ыл 


Олъ существуоть, ибо подъивтегральная функшя, въ 
предВлахь интегрировашя, непрерывна, между тёмъ какъ 
интегралы: 


и 
Эта Е 


при 2==0, лежалцемъ въ предЪлахь нитегрированя, обращаются 
въ ©. 
25. Для неопредфленнаго интеграла тажкже имемъ: 


Дефчьют. тв] = 
= Г поь+ фе +...+ бы, (г) 


ибо ы 


@[ /гцадаа-ы Гдадалнь. | 1ь вдае 
А И 


Равенство (Ш) должно повимать такъ: хеждая изъ фуик- 
ци,  предотавляющихь  лЪвую часть ` равенства, равна 
каждой ивъ функщИ, предотавляющихь его правую часть, 


не существуютъ. ибо подъинтегральныя фуикщи: 
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сложенной съ нЪкоторымъ постояннымъ; или такъ; ивопред%- 
ленный ирлеграль, помфщенный въ львой чвоти, равеяъ суми» 
частныхь интеграловъ, помфщениыхь въ правой части, сло- 
женой съ произвольною постоянною. 


Примбры, 
15, До аи а" +... Ра 4 0) @ = 


= /& ата лам ат-+.. + Дата ае+ ав Ч == 


{е--аз 34 
=. Г эт Е 


— 3102 (2 1) 8 | 1)- 


2х 4 4 1 
г. / э—1 Ла е-ю@ Ю—=а+6 
400. Слёдотв1е. Если в иромежутиь (а,5), 205 ба, 
[(®) > Е®), то 


Даа» > ОР ал. 


Въ свмомъ дл, 


бат Дтфаьн /[Па-РЫ 4 = 


Но, по условю, {(2) — Р(#) > 0 въ предёлахъ интегрировыня; 
слЪдовательно, интегрель празой части > 0 (389, 55), а потому 
и лфвая часть написаннаго равенства >> 0, что и нузжло было 
показать, 

401. Замфнен1е перемфнной. 1°. Теорема. Поли функция 
у= 3 (2) есть функцая возрастающая чли убывающая въ предълать 
интегрированя и, следовательно, цнтеющая въ этиоь пребълоть 
обратную функщю: # = 9 (9), то 


А а 
/ 1) да и я ®] 9) в. (4) 
# @) 


` 
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Принимая во внима е, что функшя, помфщенная въ 
правой части этого равенства, уничтознается при #=а, должны 
показать только, для доказательства равенотва (А), что проив- 
водная этой'‘фуикщи по равна подиитегральной функщи (2) 
даннаго интеграла. 

Положивъ, что 


Иер ааи= ва), 

получимъ, для правой части равенство (А), фуякщю 
РВ ()] — [а], 
производная которой равна: 
В). т; @ 
но, по опред®леншю, Р’(у) = Из (у (у 
слвдовательно, | 
РУ («= Пе 9]. 
& потому производная (1) обратится въ таковую: 
Из (1 @))]. © [9 (@)}- 1 (8). 


Принимая во внимаше, что функщюнальные знаки ф и № 
суть знави обралныхь фуякц!, и, олфдовательно, 


9 (Ра) =, «РЕ (2) == (225), 
получим окопчательно для производнон подинтегральвую 
а 
функщю /(“) илтограла ] [2 42, предложеннаго для вычис- 
8 


лешя. Что и нужно бышо показаль, 
2. Пля неопредфленнаго` интеграла получимъ: 


Гога Изв (4) 


римемь въ послюдномь интегрелиь, посл его получейя, долоюно 
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залиьнить букву у функщею Т (2), ибо тогда, какъ только что 
показали, производная этого интеграна по = предотавить 
фунижию Г (2). 

402. Различныя преобразована опредфленнато ин- 
теграла, основанныя на зам нен!и перемфинало. 

15. Ноложивъ въ формул (4): 


у" = и, сдъдовательно, #==о(у) == у-с, 
получимъ: 
*— 5-5 
[тэ 2 — | Пино [Ред ва, 0) 
#2 > 
откуда 
5-е 
/ Геи || 16) 42. @ 
2-е 


2°. Положивъ въ формулв (А): 


у==Ф (т) -=е--@ и, олвдовалельно, х=о(у) =у— а, 


зайдемъ: 
— 
ДГ лочия Дле-а 4. @ 
3. Положивъ: 
— 1 (2) = г ) = 
у= (2) = и, олъдовательно, ==, 


найдемъ: 
т = Це = = из (& 


го Га 


Прикявъ, напримВрь, что (@)-=1, в = ъ, получим ра- 


венство: 
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выражающее основное свойство логариемовъ: 
$ 
086—106 = 108 ,. 


4. Разсмотримъ интегралъ: 
+ & 


/ уе == й за + даа. 


— 


Нреобразовавъ первый интегралу правой части ло фор- 
мулз (А), положивъ въ ней: у == 1 (2) == —, и=- (у) =— у, 


р о 3 
что девты | (ва | Руд = -— [Ге , 
/ / / 
и принимая во внимаше, что 
— Иди Града (880, 29, 
а 8 
получим: 
= 
/ Га = Ио+ге-я] 6 
Отсюда вытекаеть: 
1) Если /(2) есть, такъ называемая, нечетная фунещя, т.е. 
удовлетворяющая услов!ю: {(— 2) = -— (2), 


ы 
то [еде о 8 


Напримфртъ, 


2) Еели Г(@:) есть, такъ называемая, четная фунющя, т. е. 
удовлетворяющая условйо: {(— 2) = {(е), то 


й. би -*/ Годиы. ©) 


28 
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57" я 


Напр.. омнна отно 


2 


5°. При помощи такъ называемаго линейнаго преобразования: 
\ (2) ==4А2-+В можно интегралъ 


/ , Фа 


преобразовать въ другой ©ъ произвольно задаяными пред»- 
лами: си @. Достатонно для сего въ формулЪ (А) положить: 


у=@) ао" аи И, 


что ДАСТЬ; 


Дренеи, в 


Въ частномъ случа: с-=0, {==1 получимъ: 


р Де 0—5). Де © жук «] Чу. 8) 


6". Разомотримъ интеграль 1 я и преобравуемъ его 
в 
но формулв (А), положивъ въ ней: 


уу (= 


у—а, Ее 


, _ А 
откув  #— 3’ Фа 


ет 
Это имвемь право одфлать. ибо проиаводеяя 


11 
Е 


золоотительная въ предЪлахь питегрироват!я, а потому фуяк- 
щя № (2) есть, въ этихь предфлахт, функця возрастающая. ^ 
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Преобразовая!е дастъ: 

ре 

ре 
аи 
а 

ии 


. 4 _ [ [2 
даеть: _И гра Утка ‚ 
золучамъ: 
НИ: = Я 
ия [777 Гуг+а, 
— 2% 5 й 
и, сл№довательно, 
Ъ-г4 
5 
4 
ГЕ» ®) 


ъ 


Приняв во внимане, что 


в" 
И: ата фан +9, 


получимь изъ равенотва (9) основное свойство функцИи атс ап =", 
& именно: 


в 


1-4 * 


ато вос а +- ато фаво 2 = аге Мое 


Замфтимъ только, что это равенство требуетъ условя: 
1 — а2>0. И вь самомъ дылЬ, перемЪнное у не. должно обра- 
зцаться, въ предфлахь интегрированя, ВЪ безконечиость, т.е. 
знаменатель 1—&2 не долженъ обращаться, Въ предфяахь 
интегрировашя, въ нуль и долженъ, слфдозалельно, сохранять 
знак, ио чакъ какъ онь, при л==—-а, есть положительное 
число: 1--а*, то, и при х-=ф, окъ ке долженъ быть отриив- 
тельяымъ. 

Условме: 1—12>>0 можеть быть дано въ другой форм®. 
И въ самомъ дВлЪ, 


Соз(атс (але: а -- ато 8 5=ув т УГЕ 
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слфдорательно, усломе: 1—6 > 0 равиосильно таховому: 


Соз(атофале а +- ато 1а0Е 5) > 0, 


откуда — 7 Заре а -- атс (апр < 


7‘ Преобразуемъ интеграль: 


у=уш-з +). (@) 


Для возможности этого введенйя необходимо, чтобы функ- 
щя Ф (2) продотавляла въ предьлахь интегрировашя фувкщь 
зоврастающую или убывающую. ИзолЪдуемь это оботоятель- 
ство. Для сей цфли состевимь производную: 


и= = 


Ова, въ предьлахъ инхегрировашя, и именно при #1, 
обращается въ вуль, изыВняя знакъ — на знакъ -- ; сиВдова- 
тельно, (1) есть тийтит фувкщи \ (2), т. е. функшя (2), 
при »=1, переходить, при воврастанзи аргумента, изъ состо- 
яня убываня въ состоян!е возрасталя. Велфдетв сего разби 
заемъ нангь ивчеградь на два у 


при чемъ функция: у== (#2) в5 предфияхь перваго палеграла 

евть функщя убывающая, & въ предзлахъ втораго-возрастающая. 
Для преобразовашя этихь интеграловъ по формумв (А) 

должно опредвлить функщи $(4). обратныя фуйкши (2) въ 

предЪфлахь перваго интеграль и въ предВлажь втораго. 
Равенство (а) опредфляеть двё функции + (9): 


= ву УТ, а=ыф=у- уг 
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Производвыя ихъ суть: 


= уе 9 =1-- а: 


Видимь что $',(/)< 0, $, > 


елЪдовательно, функщя ч: (у) есть функшя убывающая въ ире- 
дЪлахъ интегрировашя, а функция $г(у) возрастающая, а, потому 
беремъ: для перваго интеграла функцию ф, (у), & дяя втораго-- 
функцию х; (у), и получаемъ: 


т 34+) 
Л |5 ед Ф (у) (-/ -- У = 
2+5) 
ан! 2 ен) 
=> Фу в [ (7) ре Чу. 


Посолвдыш интеграмь можетъ быть преобравованъ въ 00- 


лье простой введешемъ перомнной 2 — 1 (у) == /у*—1, воз- 
раотающей въ предфлахь интегрированя, 
Преобразовае даетъ: 


=8 Ге(уяфиае. 


Замвтимъ, что подъицтегральная функщя зъ нитеграл\: 


обращаетея въ со при нижнемъ предфлф, воли Ф(1) не=0. 
0 подобныхь интегралахъ было говорено выше (390), 
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Легко показать, что при введеши перемЪннаго у=\ (2), 
когда Т (2) не воть фуикщя постоянно возрастающая или 
убывающая 3эъ предфлахь интегрироваяйя, вообще придется 
имьть дьло съ указанными сейчаоъ интегралами. И въ са- 
момь ДЪиф, производная зтой функщи въ предзлахъ интегри- 
рованы обращается въ иуль но 

(р) ==, $’) = ме 
сльдовательно, функщи $’(у) вт предфлежь иреобразованнаго 
интеграда обратится въ сс . Велфдетые сего желательно 
выбирать, ири преобравовашяхт, тая функцти (2), которыя, 
зъ предзлахь интегрировашя, остаютея возрастающлни или убы- 
зающили, или, какъ говорятъ, монотонными. 

Возьмемъ, напрям®ръ, для иреобразовавя разомотрЪвиаго 
нигеграла фувкцио: 


ут (2-х), 


проивнодная которой сохраняеть знакъ, ибо она равия- 


Обратная функщя #=о(у)=у+ Уу + г. Принимая во внима- 
не, что 


В __ 
1 = +5) и что, олЪдовалельно, 5 +1 = “Ти 


Замфтивъ, что предфлы послфдняго интограла отлича- 
ются только знаками, получимь (402 2°); 


: #5 


Доб н/в ултуь. 


Этоть ревультать уже имфлн выше. 
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8°. Преобразуемъ интегралъ 


зы Заз ие 


нведещемь перемвнной у=\ (4)=Соза, предетавляющей убы- 
вающую фувкцио въ предълахь интегрированя. Обратная функ- 
Ща такова: 


4 


и=(у) = ао Сову, 9) —— 


Преобразование будегь олЪдующее: 


1 


7 _ й 
== / ут—Иау-2 / УТУ ау. 
/ / 


$ 


Нели бы преобразовывали предъидущий интегралъ введе- 
вемъ перемнной: у — (2) == ЭМ а, предетавляющей функдо 
немонотонацю въ предфлахъ интегрировашя, а имено: возравти- 


щую при измфиенти х оть 0 до и убывающую при изыЪ- 


нени х оть 5 до ^,` то должпы были бы представить преобра- 


зуемый интеграть въ видь суммы: 
т 
т * з п 
/ Эа мах == Зе ай Г са и 
8 8 ьл 
з 


взять для первего интеграла; х == ф (у) = аге За у и дия вторато: 
ш==Ф (у) == — ато Шу, такъ 910: 


1 


1 в 
би Е чи 
у. Де 2 | - =. 
и уг / у-—я иг 


Видимъ опять, что при этомъ преобравоваши подъиние- 
гральиая функщя обрашается въ безконечиость при верхнемъ 
нредёлЪ. 


ск 
[ Буа? ий 
5 
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а 


и 
Разсмотримъ интегралъ; Г —# -— и преобразуемъ его, 


ИГ 


введя перемфнную #== У 1— у", предетавляющую убывающую 
функцию въ предфлахъ интегрированя. Обратная ей фунишя 
такова; и-=е (2) = У 1Ш—, и преобразовыше будеть: 


1 : 


у 


8 


и, слфдовательно, 


ви ваз=:? | УГ ау, 
у 8 
то получили, нреобразовивая интеграль при помощи перемВя- 
ной : у=ТГ (2) = Сова. 
90. Замфтимь, что, преобразовывая неопредёленный интеграль 


Г ВиРиае 
при помощи перемфниой у==\ (2) ==Вша, мы можемъ взять 
за обратную функц (у) любое изъ значе =, удовлетво- 
ряюнщим» равенству : у= Эм я. Возьмемъ. 
{— 1) асс Яшу -- вт, 


ж==ф(иу) == 
ГДЪ п произвольное ивлое число, и получимъ! 


„Ган н@а = ( 5”, у д ры [ ууу ате Зшу]+ 6. 


Переходя къ перемниой 2, найдемъ: 
‚ати — [вру вЕеы-ие + 0. 


Нели и=2  лоСбоза-Сов( ато Эти )>бзолвд УИ ГВ Сова, 


воли и—24-1, тоСовя—=Сов(: ато ши) бзслЪл., У 1— 
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а потому: 


ЗЕ 
3} [-- выеони+-я 


при = , вне - 


241 Зе |. 
, а, | Зиг в) [+ екон 
403. Интегрирован1е по частямтъ. 15. Дованемь слёдую 
щее равенство: 


р й И.Р \даг =). Ка). о Й Ре. 


И въ самомъ дьлф, правая часть этого равенства обра- 
зпается въ вуль при #-=а; елёдовательно, для доказательства, 
справедливости равенства остается показать, что производная 
правой части равна /(+).Е' (2). Это иметь мЪото. И въ са- 
момъ дЪлВ (216), 


е и И) —7а.Ра— Г Р(2). Ре) ‚|= 
= Го) Роге. РГ). ), {В) 
2%. Для неопредфленнаге интеграла имфемъ: 

год. Ре дае нете) В — Дега, = (В) 


ибо проиазодная правой части равна, подинтегрельной функ- 
ци 7.2! (@). 
Формулы (В} и (5 называючся формущьми интегрирова 
ни по частямъ. 
Для примфневя формуль (В) и (В) къ нахождении 
# 


лнтеграла т {=)ф(2)4# должно предотавить функцио $(2) зъ 
Т . р 


Е 
вид производной: 1 (2). 

404. Зам чан{е. Ивтегрироване по частямь и замбнене пере- 
ифнной предотавляютъ могущественныя орушя дя вычиеле- 
я интеграловъ. Дадимъ примфрн. 
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405. Примфры на интегрированйе по частямъ. 1°. 
Вычислить интегралы: Й 5" 109 2: 4. 
вы 
Предотавивъ функцию 2” въ вид проноводвой: ЕН) 
приняв. въ форму (В); [ (9) == 1092, К (= и ‚ получим: 


“си |. 5 8 — т 
ы „р ®-1? 


вы де 
ое 4х ры 
[= Тоба 4х р тю я ри 


или 


2% Вычислить интеграл: / ато але х 4. Принавъ въ фор- 


муль (В): Г(2) = ме шо я, Ли) ==Ь, Р(м) =, позучимь: 


ы 2 а: 
Гао {апе д Чл = хате # =, 2. 
Но у т фивачя 


элфдовательно, / до бапошае-ежато ао 1 108 (1 -- #2) + С. 


35, Вычивлить интеграл: / зе бш иж. Привявъ въ фор- 


муль (6”):Р(®) = ме т, Р’(м)==1, Р(х) = <, получимъы: 


[ато бут 2 Чт = и ате шв — /; 
Но и И. Ут) и = ут +0, 


угя 


сл довательно, Гл Вл ат = ж ато За -- уг 0. 


4°. Вычнелить интеграл: Й В 25 4*. Принявъ въ фирмулв 


(В): Г(®) =Яща, И (2) == Ва, Е(з) Сов х, получимь: 
[т 3 ат == — Эл 0034 -- совы 4"; {а) 


но сов д да: Га — В *) Чи — а 25: 
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подотавивъ это вырыжене въ правую часть равенства (а), легко 
найдем»: 


Ма 


[ввода __ Ва Овя + = ве 4-6. (402,9 


5. Вычислить изитеграль | уз а? 4ю. Нолагая въ фор- 
я 


мул (В): Р(®)== Ух 


‚ Рю -ь К( =, подучимъ: 


А -— ВС 


вы - Дивын» 


Подетавивъь это выражеше интеграла въ правую чаеть 
равенства (а), получимъ: я 


Е ии С # 
утесе в 


Вычиолямь теперь интеграль, входящий въ правую часть, 
зальнетемь пепемтнной, ноложивъ: 


== (в) =в-- уе’ — 27, озкудь из о(у) == 
уя- 
Формула (А’) (401,2) дасть: 


1; 4 у 0ву--С Нов (= + У я) -- С. 


ре 


рии 


2 ‘ 


у 


Подставляя это значен!е въ равевство {$), получим: 


узнает ы 1 (= Ну) + с. 


Интегралъ этоть понадобятся впоелфдетври (410). 


65. Вычиелить интеграла: Г 2—2 4х, гдВ а воть поло- 


жительное число. Положивъ въ формул (В): (2) = У, 
№’ (м) ==1, Р(и) =, получимъ: 

| рут ИИ а" Аи 

Дуя—я ай бета у — = 


; 
ва" 


(@) 
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Ч м роли 
во ПЕ Л т—й 4 Гуя ие" 


«| ато ВИ: =] = ао ша (=) +0. 


причемъ И ут 
И — 


Замънивъ интегралъ правой части равенства (и) его вна- 
чешемь, получимъ: 


Ду" 


Этоть интеграль будеть вужень впослздожвии (408). 


злато Вин (2). С. 
* ато шв (5 + 


71°. Вычислить интерали Г тета, Положивт въ формуль 


7: Рена, Р'(@) ==, Р(т) =, получимъ: 


Дайте" Доая = 1 в, 


п 


80. Вычислить интераль: / Этих аи, гдВ т веть натураль- 


ное число, большее 1. Предотавивь полъинтегральную функцо 
Зт”и въ вид: Эт ”е Вт" и. Мпа, положимъ въ фор- 
мулу (В): [() = Вш "к, (д) == Эта, Р (и) = — Созг, и тогда; 


[зона 1) Гы 2 05724 5, {@} 
у $ 


«а 


хо Вт я-а Со и Фи = Дзен чи— [ть 4х. 
8 5 й 


Подотавивь это значеше интеграла, нь равенство (2), легко 
получимъ: 


я 


х 
р > 
Гат яч # = 1 [инь 4=. 
5 
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Подобнымь же образомь нандемъ: 


я 

= / Сие = 
—%, 
и. т, д. 


Ееть т есть число четное == 9х, то прндемъ къ интегралу: 


такъ ато 


Н 


тож Ш 2 
Оз» == ] Ш фа". т. 
8 


1 
38. (@) 


23 


Велн же т сеть число нечетное == 2 --1, то придемь къ 


х ы 
т У 
интегралу: Из 245 =3/ Впрй а == такъ ‘то: 
и: 
за 8-й. Е 
Они == с И ``. (6) 


Интегралы (а) и (6) и имфля въ виду вывести. 


При помощи формуль (2) и (6) можно получи очень 
интересное зыражене для чиеля п 65 видзь безконечнаго промаве- 
Эеня. И въ самомъ дл, формулы (а) н (5) дають: 


откуда 


(} 
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Но ля =, заключеннаго между 0 и 5, ииЪвитъ: 


О-== Зах ==1, откуда ЗН р 5 те 55 Я 1х, и, 
елфдовательно, 


В 

8. Е 

тени < | Мими < [био аа, 
у , 


$ 


7—ьыя 


т. в, 


ина < Обь < Ива, откуда 


а такъ какъ то 
и, сиЪдоветельно, 
[ла — 
и =) =1. 
х потому, какъ показываетъ равенство (е), 
хо [9446.6 21—23 2% 
= [1 Ты и а] 


=со 


Формула эта принадлежить Ма 


406. Примеры на интегрирован при помощи 
замжиен!я перемзиной, 


1°. Найти интеграль 


= (и 


получимъ: 


г ша» Пик к 
Деые- Гу ие 


2'. Найти интеграль / (аа 6)" ба, 208 п не — 1. 
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Полагая: узла -- 0, я==о(у) —, 9’ (у) -, 


получим: 
зы (Е фыеы 


1 т 
Г еее [ра а о Е О. 


Если я = — 1, то интегралъ есть: 


в тр (8-9 , 
Дь-/ п бе Е ов (ае Е. 


3". Найти унтераль понимая 108% корнем: 


гу 


У -1 положительное чивло. Полагая: у= 


т 


1 
=) = т, 


, 1 
$’ {у} ==— з”› получимъ: 


4 ау 1 
+ Е атс С08 {+ с, 
ая к: то О 
тдз энакъ 4- (—) соотвфтотвуеть 2>0 (< 0). Отоюда елЬ- 
дуетъ, напримЪръ. что 
| == Сов-> — вис Соз 1 =т, 
> 
п ато бов [5] |- аго 005 (— 1) =. 
У я —? 
40. Найм интеграль Га Я . Полагая: 
ул, оу. 9 получииь: 
1 Чу у з 
+ Ия раке -- Серов (5. +2 


ы 


59, Вычиелить мнтегриль: / Не. Имфемы 


ы 
5 


т 

> жатай оЗта * иВта 
. пт нее 
“ =“ 


о 
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Преобразуемъ второй витегралъ иравой части по формул 


(А), введя переминую: 
у 1. 


у= я) =п— в, откуда в-2(у) 


Получимт: 
п 
= . о 
/ и =— рту {= — ДВшу 
2 Пик / т бу 1 60? у 
ы 
Е 


Посолвды! ивтегралъ распадается иа два: 


‚а 


ти, Г био 
"/ Ее / ГЕ бовту 4 


й Ы 


Заи я “аби - ее (С С. 
Но трет Чу Дтекыя атс (ата (С0з у) Е С; 
ольдовательно, 
т 
ТИ Чу ао фана (бов Я | + ео ир (080). 
бои 9 = |208 ИЕ 
8 


Подставляя воВ эти значещя въ искомый интеграль и 
замЪняя букву 2 буквою 2, легко получимъ: 


я Эт 


у ГЕ» Че 


я 
* Фе 
6. й  Г= = 
6°. Вычиолить интегралы = бррр ЗИ, 
6 


Интеграль этотъ можеть быть предотавленъ въ видЪ: 


= 


т 
(3 (а 
= Га бое эиие Г Г 8 бои Ни ^ 
; | 
з 
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Нозвторой интегралъ равеньиервому (402,1°)‚олфдовалельно, 
п 


Е 
4® 
р 


Цреобразуемъ этоть интеграль введенемь перемённой: 


уе} = бапих,  д-ууеыю виеу, Фу а ; 


цолучимь: 


ел 


© 
Г а < 

о Ме о. 

8: ё . 


Замфнимъ снова перем%нную: 


и получимъ: 


1) воли м6 > 0, 


2) если #2 < 0, 


* 
В 


*, Вычиолить интефаль / Со" аз, её т вотоунлииураль- 


ба 


мов число. | 


ы 
Раземотримъ интеграль у Зш” ра, уже найдевый выше 
$ 


{405,80), и замВнимъ въ лемъ перемнную: 


уча) тора, ‚ад — 
27 
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получимъ: 


= 


ль ши — Дони Де 05" дах, 


ыдя соя ь 


: 
8°. Вычислить внтараль / у 
Е 


зи сре 


2д% воть чмело на- 


ы 


ззуральное, Возьмемъ опять интегралъ Г Вл" хх изамЪнимЪ 


ь 


въ немъ перемЗиную: 


и (=) == 8 к, и == 4(и) == вто Эту, 9'(у) = И; 


получим 


к 
| 


р 
Гат х 4 / - 
ы 8 


дм а 


9°, Иногда, яры помощи ‘излиьненя перелиьннаео, ложно ин- 
эпегрель, въ которомь побъинтегпольная функция становится биз- 
зонечностью оъ пребълать интегрировеная, преобразовать в% ин- 
энираль, съ козлоромь побъиниеральная функя остаетея конем 
мою въ этияз предълыеь. Мы.имвли уже примВръ (402,8°). 

Пояснимъ еще примфромъ. Возьмемт интегралъ: 
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играющи! болыную роль я представияющуЙ особую трачецен- 
деняную функцию. Преобразуемъ въ немъ перемфнную: 
у (2) = ато би, == = Ши, $4) = Сози; 


получимъ: 


и 
в /. а 
За — #7) у реа,” 


Нели у стремился къ 5; то в отремится къ 1; но 


«| 


С: 
/ И = есть число конечное; слвдовательно, интегралтъ 
рт-Р 


1 


* Е: 
1 А „ сеть также конечное числе, не смотря ва то, 
{ра 
а 


что подъинтегральная функщя обращается въ безконечноеть 
при верхнемъ предл. 


$ У. Вычиолене площадей. 


407. Геометрическая площадь сегмента, Вообразимъ дугу врн- 
вой, расположенкую набь осью и, и назовемъ абспиесы ея концавъ 
буквами: т, и». Если" >» и уравнеше кривой есть: у == (2), то 
теометричеекая площадь И сегмента, огравиченнаго: дугою, 
ординатами, соотвЪхетвующими абециесамьте, пох, и осы =, 
намЪряется, какъ извЪотно, иятеграломъ: 


== [в а. () 
{ 


Приложимь эту формулу къ вычиоленио нфкоторыхь 


площадей. 
408. Эллипезь. Равомотримь эплниоъ, уравнене кото. 


раго, отнесенное къ цептру и осямъ, есть; 


Ре 
Ро 
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Уравнен!в 910 для той частн эллипса, которая .располо- 
жена наАДЪ осью 2, даеть: 


Ра) у 


Гвометрическая площадь (чер. 53) О сегмента ОВМР, 
ограниченнаго дугою ВМ, ординагами конловь В и М эюй 


Чер. 58 


дуги, абециссы коихь суть © и 2, тдВ а >06, и осью абециссъ, 
измвряетея интегралом: 


2 
д Гуа ав 
печ: уа—" а». 


= [уе 
8 


Мы видфли (3405,6°), что 


| ош 
в 1 ас 
са эго З с. 


Я ал ато В ы . 


Для вычисленя площади сегмента ОВА, предетавляющей 
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! 
- илощади всего эллитея, должно положь и=-а въ вы- 
заженщи для И, и тогда 


площадь ОВА == . 

СлЪдовательно, площавь овезо эллипса равна каб, иь. в. равиа 
произеденаю еб полуовей, уиноженному на п. Для пруга а=-0 
гдв г его радусть; олвдовательно, его площадь равна т#®, т. е. 
равна квадрату ею роуса, умноженному ма т, 

409. Парабола. Урявнене параболы, ось которой валта за 
ось у, вершина которой принята за пачало координатъ, а 
кавительная къ этой вершинв принята за ось 2, будеть таково: 


у аа". 


Гоометрическая площадь (чер. 54) И] сегмента ОМР, огра- 
ничекнаго: дугою ОД, лежащею надъ осью 2, ординалами: ся 


Чер, 54. 


я 


концовъ Ои М, абециосы коихъ суть бия, тд 20, и 06ью 
абоциссь, измфряется интегралом: 


х 
и Дазна» Ти. аи ОР. МР, 


3 3 
эт, в. ду ОМ бълит площадь ярямоузольниха ОРММ на части, 


пропорщиональныя чиелань’ 1 и 8. 
410, Гипербола, Уравнене гиперболы, отнесенное въ центру 


и осямъ, есть: 
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Уравнен!е это для той части гиперболы, которая распо- 
ложена надъ осью м, даетъ: 

р 

ужи 


я 


Геометрическая площадь (чер. 55) И) сегменте АМР, 
огравиченпаго : дугою АМ, ординатами концовь А н М этой 


Че)», 55. 


дуги, абецисоеы коихъ сут: аиа, ГВ жа, И осью в06- 
цисеъ, измряется интегралом: 


Но мы вил%ли (4056,5°), что 


Гуяае = + [гуят 


Сладовательно, 


— | им 
о ар еа" 
ка а 
2 ы “ 


Отсюда получается выражеше для площади сегмента 
АМРМ,, & именно: 


20 -= лу — 0 №08 


пл. АМРМ, ое 
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Равенство это даетъ: 


и 


Если гипербола уаеносторонняя, т. е. а==6, то 


2+ 
в? №5 1. 


Рьшимъ эти два уравешя относительно г и у, т. е. выра- 
зимь > и у черезъ 7, 
Второе уравнене дае: 


ибо изъ перваго уравненшя получаемь #--} 


Теперь изъ уравнений: 


: 2+, р 
= га ха 18 


у 
@ 


находимъ: 


а 


$ 


Выражен!я, помЪищенкыя зъ правыхъ частяхь этихъ ра- 
венствъ, носятъ соотвтотвенно назван{я: зиперболичевнихь носинуев 
и сынуев чнела 2 в означаются танъ Созщр.е и Этур.е. 

411. Пкощадь эклиптическато сектора. Вычиелимь 
площадь сектора ЕМА, (чер, 58), озраниченнаю бузою эллитва, 
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болешою его осью в ридбусоль вектороль БМ, выводящиль изъ фокуви 


эллины 
Обозпачивъ полуоси эллипса буквами в и $, построивъ 


изъ точки 0, какъ центра, окружность рад1уса а, замЪтивь 
точку № пересфчемя этой окружности съ ординатою МР и 
соедипивь № съ 0, увидимь, что 


у пл. РИА = ,. ил. ЕМА, 


П въ самом дДЪлЬ, означая: 


ОР. 


получимь: 


пл. РМА 


ил. РМА -: ил. РМА. 


сл довазельно, 


Далфе, пл. АЁМР — ^^ вл, АТМЬ, 
& потому пн. РИА = , ил, ЕМА. 


Замъчая еще, что 
пл. УМА == ил. ОМА— пл. ОМЕЕ-: а в—1 ОР.ОМ Зшы, 


ГдЪ и есть трисонометрическ! уголь МОХ, и привявъ во 
вниман!в, что ОЙ = ав, гдЪ е есть экоцентриситеть зллипол, 
и ОМ= в, окончательно подучимъ: 


пл. МА = м {и—е Ман). 


Выражеше это играеть большую роль. Оно между прочимъ дасть: 
ии, 


пл. РВА = ы (5 —#), но пл. ОВР: 


2 


солЪдонательно, пл. ОВА 


откуда пл: вилипса, — паб, ч10 имЪли выше, 


УПРАЖНЕНИЯ. 


8 1. Производныя. 


1. у=а-х, У. 2. у=а—я, у’ =—1 
3. у=а-х, У 1, 4, у=а— 6%, у=—ё 
5. => "== г 6. у 2 У== 

7, удав — р-р", уф осх 3 | пре, 
ву=ы У, 


5 ._@ 
=е-у Ня == 


10. у (@а--(е— 29), 


у’ == 26сх — Варя — ббеии., 


у (в са) (ее 8—5), 
> вася | аа — о | Цай 1 ое — За ро тав 
# 
и р 
12. 5 &. м У м [а 
а „__ (и) би" — та, 
13. рее, РА { тт 
аа а -|- бок — 04лЗ, 
а” У= авы рая 


р УПРАЖНЕНТЯ. 


16. у=жут, 


Ще И и ИТ дя 
18. у" Ух, у = Ух й . 


_ а ух 
19. ур У 


24. ужи. дм, Ут: 
25. ур я, У=д-Ца-иея).° 


‚о. 
> Ея 


26. = (р 


° ох вит, 

21 У паз авар 
Сы зв це), 

28. У— щаз’ У ба 


29. ›=4%, 
Е. 


их 1 ямах 
30. Уи, ие 
а, 


31. у= Ух. 0х, ‘= 


35. 


37. 


39. 


49. 


УПРАЖНВНТЯ, 


32. у=уз вх, 
- 0х 

33. = — 
у у ; 

34. 


ие, 
и. 


пзУ т. 


36. уме, уе. 


уме", у (-- Пе. 
у= =, = К ы . 
у р —е*.. 
41. 
42, 
43. 
44. у 
У 
45. утех, 
вх 
46. Уре. 
47. узтая бы, 


д = Эм, 


и 


2 =` тт 


ОЕ 


„— баш 


2У* 


Чая, 
т: 


„ох Пе, 


Е 


и Сов ян. м). 


== 26054 


ы 


Пей 


УПРАЖНЕНТЯ. 
хи _ м Щидтя—ж оз). 
2—5’ у= Зо 
сл С 58 
у=Уя9нх, ЕЕ Евы ие, 
и = —1 
у=е тя, и =ве (тк -- Созх). 

Эх —_ Созн- бт, 

== ' = =” 

СЫ ‚„__ (5 605), 

7— зыя = Зи о 
В 5й 
Уря. тх, У ея баз", 

° хе [5 #--С ( ; 
у=ерехЭтх, р КЕ Со аня и идея 12, 
у = (05%, у’=— 59. 
у=.5тх . С05х, у’ == Сов2х. 
у=5м 9х, у’ = Соз2х. 

. у=л”С05х, у“ Ци Совя—хотя). 
‚52 -- Ви Тов Со 2; 
ут хоз х, у’ 0 + а 08 2 , 
у=отх их, и 5тя 
Соз жа бт) 
. у=о5 хм. Со1х, у=— бе ты, 
, их 
= ие, У ре 
260! 
уси, у. 
. уха, УаНет а. 
у==хаге Соёх , =. 


68. 


69. 


70. 


71. 


12. 


13. 


14. 


15. 


76. 


77. 


78. 


79. 


80. 


81. 


82. 


83; 


УПРАЖНЕНТЯ. 


уе 1—8), 
_ еде 
= ег 


= мир ага х, 


у=#" (5х — (054), 


у (@-- 84%, 
у=@а в)", 
= (@— ый, 
ав. )", 
= Уа-Е В, 
= уе, 


= Иа, 
И а- 5х я 
ум, 
5х3 
=) , 


= 
У= 
У= 


у’= 
у’ = 
у’ = 
у’ == 


У= 


у = 


у= 


„ 


’= 


5" = 


7‘ = 


у= 


= 


(1—8 — 29). 


4 — В 
ея 


Зее ате ние х-- ее . 


22” Зи х. 


2(а--6=)6. 


я(а-- 5х)" №. 


—4абж-|- 4599. 


а -Н ок") —1ифх" 1. 


|. бл 


24% _, 
—=— 
ЗУ» 

р? 
=—“ 
зИУз+ы 

бит 1 т, 
Иа 

И 
ибн 
иа 


и. 
У 
2(6е р ааа + 6%), 
(— а} 


6х 


(2— в › 


„УПРАЖНЕНГЯ. 


и бит 
У=б-зрЕ 


, а. 
у я Ая. 
` ата „_ аа 
86. а‘ у — 
87. 
88. 
89. 
30. 
91. 
92. 
‚ = буря _ — 
83. * + у 
34 уе Ут т ру т 
У (уж: 
1 
95. р ЗО 
7 — уз У 
па 
зв. = ытузы 
= 2-х 
97. уе, и 
> уг 2 = зуда 


98. 


99. 


100. 


101. 


102. 


103. 


104. 


105. 


106. 


107. 


198. 


109. 


0. 


111. 


УПРАЖЕНН{Я, 


ети 


У@ 


Г оеычечь ау. 


” Уз» 


э=(пуея) 


уе, 


р 
У, 

й—1 
ит 

ай (и— п) 

я? 

у= Ум, 
у Иже, 
у И ‚ 


, му 
ув 


= а -- 65—25), 


да. 
> 


8 УПРАЖЕИНТЯ. 


‚Ва 
а ужыеыч, Ура: 
113. у юеи 2 бы, 
Я к = ам 


1 уе (УГЕ У, у =(: Ут). 


115. э=юв (=), ---. 

116, у (0), у’ Ива 
117. ур Уф. 
118. узрех-- а), у=3. 

119. у=бюга— 5), У. 
120. уе (1+ =), = ея. 
121. узйя(@а— я), УЕ 
122. у (”"--.-*), у ее етт, 


ата е— 


128. ужи У, У УЕ 


124. уния реа РУ), = 


125. у=юг т 2 у ТУ 


126. у=йе(@а- №), ре . 


127, 


128. 


129. 


130. 


131. 


132. 


133. 


134. 


135. 


136. 


137, 


138, 


139. 


140. 


141. 


142. 


УПРАЖЕЕНТЯ. 9 


— 1 ее. 
у=Е Е’ ЕЯ 


у= д УЗах— а, 


ео 8 


ти гм. 
= а, а: 
—_ х__ Е, 
= уе’ = 
Ща _ 5 юах 
= а, У=—- 
Ух Ух) 
та ‚_@ №а 1 
РА, у. 
. да У 1—4 
ОИ 1 
= р Л о. 
у ое (а «НУ ах 5°}, У Уна 
2-Й ра, р’). 
и 1 Ы 1 1+ 
= ие ЕЕ, Тв. 
16-м, 1 1-м, тя 
ЕЕ ет, ме, 


= 5 (а-- 5—0), уф — 9х) Сов (а-- 5х). 
у= Эт (а -- 6%) (за — 6), У = Соз вх. 


= Эм (и }, У == на" - 1005 (х")- 
$та в) __ все 
= боя - 8), У= соща — 5) 


р ‚__ а8т у, 
у== Сз Уак , й У 


10 


143. . 


144. 


145. 


146. 
147. 


148. 


148. 
150, 
161. 


152. 
153. 
154. 
155. 
156. 
157. 
158. 
159. 


160. 


УПРАЖНЕНЕЯ. 


уаз, 
у=800$-—› 

. = 
у = 5 = 
у= 5", у! = 5х . 
у = Соз?ах, У’==—@ 5 (ал). 
у=2 54и* (ах); 5’ == ин Эм — Ках) Эти (ах). 
у= Со" ©, = С05*— 1 бы. 

= = бо. 
7 = 5” У=— 5; 
1 \» 

>= (==) 2 


=! Зт#-- 5, 


у=збти—4 5х, 9’ =800584. 


._ 1.’ ‚_ Со 
7-58; ЧН У — эх ° 
ия 
Гу ия Созх, И = (058%. 
= — оз}, у’ = 18 5 (0х. 


у==9 (03 (х Ра} — Созёх, = -—4 (оз (а-р- 2х) Эта. 


у=3 Созйх. Эх Эа, у’ 8003 х Со82х. 
у=(4 ти — 8.534) (оз х, у’ =4С054х, 


у= Оз жа 5), = Сок —абшя. 


161. 


162. 


163. 


164. 


165. 


166. 


167. 


168. 


189. 


170. 


17 


172. 


173. 


174. 


175, 


УПРАЖНИНТЯ, 


у== Эт Эт (а —х), 


| 


у = 


ие 


вх (05 х 


у = 5их-х (05а. 


у == ана (ал), 


у=а ви (=) В 
У ==а ит (>) р 


у == х- Соя, 


у = таз + анех . 


= вай, 


ине, 
у= в. 
у бозхе ЗМ , 


не ба 


у =5м (и — 9х). 


‚__ Ва 5 


У еб. 


—1 


без "(+ т +=) 


из 2 Эх — 60%» 


=— 
Соя — 
, а? 1 
= м 


у Е 
бо 
я 


665% 


у’ == — 5ув 


РК 


у! = (Со « — 9) еб х. 


пе (абый я Эд) .° 


41 


18 


176. 


177. 


178. 


179. 


180. 


181. 


182, 


183. 


184. 


185. 


186. 


187. 


188. 


189. 


190. 


191. 


УПРАЖЫЬЕНТЯ. 


у с Сова), 


уе на, 


— баса + 59 


= Вьет. 


ео [а-я Эт х-- Созх]. 


уе (ва бтх-— (054), 


у’ == (48-1) 22" их. 


уже (а Созх-- Эта), 


И == (9? 1). Созх. 


у = ве” Этя (а Этх— 205%) -|-2е4^, 


— а (4? 4) 29" Эх. 


уе Эм, у’ = Сова. 
у= №8 Со5х, у =- Мирх. 
‚ 2 
== бемиех, = 
„ 2 
у= еб х, == 
р ЮЕ Эт" , У’ -. Се 
А р й к 
2= 04 (@8) , у =—и— 
= ют УаЁР в, 5’ 2 Со Уз 
ЗИ 
= аиг 
у ше сы Р, у 2 =%у т. 
ах „_ 23а 
Ее = зых 
уже -- Сом, у’ = Сом. 
1 др 908= й 1 
= 9 Ток, 7 — 5” 


УПРАЖНИЕТЯ. 


192, у=х- в Со =), ра 2 


Тя ° 
а-+-Ые = р 
193. я, я 
а— 48 (0$? 5. — я 
194. у == а7с.5 (ам), а, 
Ума 
195. у == 47 Со5(в—*®), р 
У! -—@--= 
@— 2 е. 
196. у атс р У-= ада. 
197. ув Эт-, иго. 
в ху: 
198. уаз УТ, У о. 
У: = 
бабе _Уа-и 
199. у атс С05 п БСови = а бозя' 
200. == ас С05(®—*), Гы, 
7 { ы ) и в Узая — в 


201. уе и "У, 


202. у-= а 5 


уфа” 


= р г — =. 
203. у = атс аи Уз 5 у а У 


204. 


— а 
У ея 


—. 1 
205. = ине Е, = = 


14 


206. 


207. 


208. 


209. 


210. 


211. 


212. 


213. 


24. 


216. 


216. 


217. 


218. 


219. 


УПРАЖНЕЯТЯ. 


у=ате Сие У, 


уе Сов. р 


—' 
у=атеСо а с 
у=атс (055 м), 
У=атё данеиие х), 


р 
= те Саут. . 


=а76 %(= 5) , 


== аб (У), 


у анте. (9х УТ), 


у ас 5 (==) , 


ужас Сов Ут, 


2>-+ 


у 
= атсшии ==» 


‚= Уз 
‚3 
уе а’ 


дв 


У 


яч” 


—1 
у ав Соб Зы , 


УПРАЖНИНИЯ. 6 


220. у=- дате тах = о, 
ы ' 7 узи бых 
221. у атс шие Ее о У=т == =». Объяснить, почему 


эта производная равна производиой функцщи! айс шие ль 


ах и 
а’ 


222. у затстик 


Со их р 
223. = р = Сет увы 


#6005 я Ув= 


[ `аэих 2 
8 


Объяснить, цочему послфдийт двф функи имзють одву 


и ту же пронзводную: нЕ. 


225. у ато бт д" р аешие К 
р эт 9-5 


У—0, воли —1<5< у’ =ЕЬ если «и я 


у’ не существуеть, ебли т==— 1 и =. 


226. у ат Эт и 


а >68, то а? а потому: у’=— 


а 


соли № <, то М < обли 


„уй 


вм ум = 


э/ 


у иШ я 


если < и у=— ‚ вели >. 


ыы ит Я 
О у 


16 


228. 


229. 


230. 
231. 


232. 


233. 


234. 


235. 


236. 


287. 


УПРАЖНЕНТЯ. 


1— 055 и, 
у=а | грёз 7—3 


— у’ 1 
у = ат — я т, =’ 
„= (=), х- (=) шве-ив #5. 


джет ани ху, 


И = У *@а—№з. 
Е 


У 


х 1 
== (атс шие х)т (08 ато нЕ “Г урьтр и * ея) . 


уе ае и =, 


шо за =[ 202 5 
р 


=”, 


=”, 


=. 


а -Н юг ®). 


=. #*[- Нор & 4-0 з] . 


у=(=, 


У’ = 2. 


1-е их 
ет. 


$ И. Выраженя, принимающя иеопредЪленную форму. 


(Истниное значев!е [1(л)] ‚=. обозначено, для сокращее!я, 
такь: Ра), 


1. Ко , 8 (--) = г. 

2 Бд= В = я. 

з. д= ., дует, 9. 
4 = ‚ ку) =», 


яго ва в 


дев який. 


и—и 


5. Ид | 


Ки) — 0 
уу. 


’ 


6. Ид = 


18 


16. 


т. 


12. 


13. 


14. 


16. 


16. 


17. 


18. 


13. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


Ио = 


2) = 


Е) == 


Я) = 


В = 


Аа) = 


Иа) = 


Ка) = 


УПРАЖНЕВТЯ, 


& 
ие" 


# 
1-е -я` 


жебивх 


908 х? 


1—5 я 


08° — 3) 


яя, 


5 х 
Ба 2х? 


Эа (ах) 
Эн (6х) 


о ==. 
кое 
воу= —е. 
ут. 


Бозе а. 


А =о. 


Ио ==йеа-1. 


9—4. 
до 
Да)-=- 

70) = и 

ИА -=— 
до -=-1 

(т) =—5 уз. 
Ко 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30, 


31. 


32. 


33, 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


УНРАЖНЕНТЯ. 
= С = 98 
ее, 50) =0. 
Эт 9 — 2.54 х 
еее Во—о. 
2х — бовх— = 
ра Л ю 
Во = О бьлх бах Е(т)-ъ. 


иже 


Ра) та те 8 > Р(аге в 3) =. 

Ко Зи 2-0 

а) , Кат. 

Вх) == Е (0) = 
КЖо-=о 
дИ--И +: 
==. 
=. 
Роэ) =1 . 

а = Е, Жо) ==0. 


у 


В, Ес) ==0. 
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41. 


42. 


43. 


41. 


48. 


49. 


50. 


51. 


(= 


Е) = 


И) = 


ЖД) = 


УПРАЖНЕНУЯ. 


Е”, = в ) =в. 
1аЗх 

р : 
би, 59 = 5 


Яо) =—1. 
з 
2 бет, =. 
Сов &«— 1 
Бо = о. 


у 1 
мо=--. 
ах Во =. 
= ых а тУ’ 5 
1 =) в. 
ен Е) == 
р 7 — 
я а} Ва =0 
Жо 


УПРАЖНННТЯ. 21 


52. Пе е Ее, Но юра. 
58. Донна 9811), озу ае1, 
54. Ку=а- 5) мне, =. 


55. Роза Фар АТЕЙ , Сота, РЕ. 


56. Е) -==а-- 5 а) шие х, #(5) =0. 
57. Л) ==0Соз 3х . мне ль Е(5 =—8. 
58. Кожа, | Жо)=1. 

59. Ах 2, Ее) = 


И 
80. Алем дет, 
61. Лоры ^)8*, 


к 


82. Лод (Соз ^) *, 


53. Дона, 


64. Дю = (бек, 


65. Кл) ь= (але к“", Во) = 
66. уда (але у, (=) = 
57. Га) -==(Сае м), (о) = 


вв (т мо= 


Ех 


22 


69. 


70. 


71. 


12. 


УНРАЖНЕНТЯ. 


Коди). 


.` 
Но=и- ов уйт т, 


во (2), 


= (бк), 


Аа) ==. 


$ 1. Маха и Мициа функцй. ИзслБдовайя измфненй 


1 ре 8 — нах; 


2. у; 


функций. 
тах при = ‚ ша при ха. 
мах и, 
тах „ ти „ х==0. 
мах „ и, 
тах „ л=Ъ мт „ =, 
тах‘; —а т, 

ти при ==; 
тах „ х-8, ито 
мах „ х= уе, мт» в=-/ =. 
тах „ хуй. 


мах 


24 УПРАЖНЕНТЯ. 


12. у= Ува); мах при л= 
13. тах „ 


14. 


мах ›„ 


15. мах „ 


| 
МХ а = х' 


м, 
тах „ ши „ 4—0 
=. . 1 
19. 2=%}. п, У ЕЕ 
1 
20. ухе“; ши, 
21. ми „ г ет. 
22. о» 
мах › 


з 4 
Прилонене. Указать наибольшее изъ чисель: У, Уз у 4... 


24. у= 


ТРУ: 


Приложене. ИмЪеть ли уравневе л” зи”, кромё рышешя 
==, иное ршен1ез 


25. 


1 =, мах 


26. 


27. 


28, 


23. 


30. 


31. 


32, 


33. 


34. 


36. 


37. 


УПРАЖНЫИтЯ. 25 


А —Юех, м0 „ л=0не, а>!. 
Приложене. Найти основашя‘ системъ логариемовъ, въ 
коихь нфкоторое число можеть быть равко своему лога- 
‚ риему. 
х=25и х 5 25, тах прах 
= 541 25-251 Ци— 5), тах „ = ми прия == 9. 
Со х | Зил ‚о 
Я, (аз Ь, пах > , 
= Соз х-- Со5а— м), (ат), шах прил =. 
== 5 к. ЗйКа--х), тах ирих = 
д== 5 м, Со8(а — \), тах » 
у=н" 008 х, тах „ 
к тах > 
Изучить измвненя фуккщй: 
В — 2х --Т, ут дз д? -- За 7, узтай- ЗА + в — 10, 
ири возрастании хоть — со до - 2, 
Ивучить иамЪненя фуикци: 


у (8-1) (*--2) (8—5), улЖа— д, 


= — (1—1 (Ш—8 


при возрветащи хоть — < до - 62. 
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38. Изучить нвмзиевя функц: 


би 8 2—8 
Ув” ыы Ь! 
5 а —х-—1 
Ук а? 
И Зв 
Урата, оная 662388 * 


39. Найти шахила и шишиа выражен!я: 


имфеть шахымий н пиаоиаля? 


41. Дано выражен!е: 
— а 
У аяах › 
въ котором а и с суть данныя числа. 'Гребуетея подо- 
брать число © такимъ образомъ, чтобы у не имъть ни 
трахпеиига, ни пошилию’а. 


42. Кашя значеня можеть принимать дробь 


измени хоть —со До --с5? При какихь значеняхь а 
дробь имфеть тахипии? 


43. Опредлить коэффищенти 2, с, р, @ ВЪ дроби пб 


ГД а есть данное положительное ‘число, такимъ обра- 
зомъ, чтобы эта дробь нм№ла шахвилил 4а при х=8 и 
пирбимя ба при х==1, 


46. Изучить измзнешя функции 


зв 8 
У тра р, 
ма +5 


эт =’ 
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47. Изучить нам неня функщи: 


48. 


49. 


50. 


51 


52. 


ужаса, 
гдЪ Х есть данный параметръ. 


Изучить измневя функциЕ 


х—1 


у Ум —4 75, у Г жг' 
м8. #—2 
5 у ==, у те’ 


= УЯ-ый, у Уз 


ное положительное. число. 


х, ГДФ а есть дан- 


Найти тахиюттт и пуллилол фуикщн у—2^, воли 1689? -- 
88 = 9. 


Между системами рфшешя уразнейя ах--6=е найтн 
лакое, которое доставляло бы тштахлипт или пупа 
для суммы 2/4? -- уз. 


Какое значеше должно. присвонть а для того, ‘чтобы то 
изъ положительныхь значен х, которое обращаеть вы- 


ражене 
Уя- 


въ мах илы пипйилии, было разно этому тлахпиол 
нли питает. 


Ра 


2 


Даны двф окружности О, О’; извФотны ихь ращусы и 
В’ к разстояве ихь центровъ @. Лишя центровъ ОО’ 
ъпересвкаеть окружность О въ точкахь Я н 44” и окру- 
эжности О’ въ точкахь Ви В’. 

Найти на лным центров такую точку 10, для которой 
МА. МА’ 
МВ. МБ’ 

Иволвдовать: задачу, измфняя ‘относительное. полознене 
окружностей, и пайти змамимити Ноэйининт “числа т, 


=, гдф зи данное число. 


53. 


54. 


55. 


56. 


57. 


58. 


59. 


50. 
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. Даны двф взаимно перпендикулярныя прямыя.ОХ.и ОУ, 


точка С на ОУ и дв точки 4 и В ка ОХ, Требуется найти 


. рр :. МА. МВ 
тахипит и тиииит отношешя ур т, ТД М веть 


перемвиная точка, лежащая на ОХ. 


Въ треугольник» АВС, основае н высота коего соотвЪт- 
ственно суть а и 4, вписанъ прямоугольникь РАГС, коего 
сторона РС лежить на ВС, подъ которою построенъ равно- 
стороны треугольникъ ААС’ съ основаземъ РС. Изучить 
изибненя площади пятиугольник ДАРН@Р при перем$- 
щени ДЕ, параллельномъ БС. 


Полуокружность 4МВ вращается около своего маметра 
„АВ. Изучить изиёнещя суммы объемовъ, произведенных 
обоими сегментами .4{2М и МЕВ при описав точкою М 
полуокрузжности; ахелини и сибя. 


Въ кругъ радуса А вписанъ равнобедренный треуголь- 
никЪъ, высоты ^, врелцаюцщййся около своего основаня. 
Изучить изифнемя произведеннаго объема при возрастаи 
д отъ` О до 2Ю. 


Даны одно изъ основан 2а равнобокой трапещи и длина 
Ъ каждой изъ равныхь сторонъ; изучить измъненя площади 
трапеция; эвахинииг, 


Пересфчь сферу радуса « двумя параллельными плоско- 
стями такимъ образомъ, чтобы площадь соотвЪтотвующаго 
пояса имзла данное значение и чтобы объемъ сферическаго 
сегмента, заключеннаго между этими двумя параллельными 
плоскостями, быль знаминии. 


Черезъ данную точку провесты прямую, которая своимъ 
пересвчешемъ 00 оторонами угла опредёлила бы тре- 
угольникъ илощади имийнит. 


Равнобедренный треугольникь вписанъ въ окружность 
радуса 2; какова должна быть высота, треугольника для 
того, чтобы онъ, вращаясь около лиши, нараплельной 
основаню и проходящей черезь вершину, произвель 
наибольший объеме. 
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61. Изучить изифненя: 


1°. 


2°. 


3°. 
4°. 


5°. 


65°. 


71°. 


8°. 


39°. 


10°. 


11°: 


12°. 


13°. 


14°. 


15°. 


Объема прямаго цилиндра съ данною полною по- 
верхностью; махйни, 


Полной поверхности прямаго цилиндра съ даннымь 
объемомь; унндиим. 


Объема прямаго конуса, вписаннаго въ даниую сферу. 
Полной поверхности прямато конуса, зписаннаго въ 
данную сферу. 

Объема прямаго конуса, ‘описаинаго около данной 
сферы; илийнити. 


Полной поверхноети прямаго конуса, отисаннаго 
около даниой соферы. 


Попной поверхности цилиндра, вписаннаго въ дан- 
ный прямой конусъ. 


Объема прямаго цилиндра, зинсаннаго въ данный 
прямой круговой конусъ. 


Объемовъ прямыхъ. ковусовъ съ данными боковою 
и лолною поверхностями; энахйяинигы. 


Боковой поверхности прямаго. конуса 0% даннымъ 
объемомъ; линия. 


Боковой и полной поверхностви и объема цилиндрозъ, 
вписанныхь въ данный шаръ; малиниягы. 

Объема шаровато сегмента, зплоаннато въ данный 
прямой конусъ; махйнит. 

Полной и сферической поверхности шароваго се- 
тмепта, внисаннаго въ данный прямой. конусь; 
нахииииРы- 


Объема сферическаго сегмента съ данною поверх- 
НОСТЬЮ па’; знахиниии, 


Поверхносты сферическаго сегмента съ даннымъ 
объемомъ лаб; имияиит. 
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62. Изучить изифненя площади трапетн, вписанной въ дан- 


63. 


64. 


65. 


56, 


57. 


68. 


69 


ный полукругъ. 


Между возми цилиндрами одного н того же объема опре- 
дЪиить тотъ, который внисанъ въ нанменыиую сферу. 


Перемфнный равнобедренный треугольникь съ данною 
вершиною внисанъ въ данкый вругЪ; изучить измуьненя 
суммы высоть треугольника. 


Тетраедрь 5ИВС разевчень плоскостью, параллельною 
основайю АВС. Изучить измюнемя объема пирамиды 
НРЕЕ, вершина которой Н есть основалйе высоты БАГ 
тетраедра, & основаше РЁ” воть треугодьникъ сЪченя. 


Данный прямой конусь вращешя пересфченъ плоскостью, 
параллельною основан; изучить измфнешя суммы объе- 
мовъ усфченнаго конуса и сферы, вписанной въ отовчеи- 
ный конусь, когда плоскость сфчешя перемфащается вдоль 
высоты конуса. 


Разовчь данную сферу съ центромъ О такою плоскостью, 
чтобы конусъ съ вершииою въ О н съ основашемъ, пред- 
отавляющемъ кругь сЪчешя, имВлЪ. объемъ. падении 
измВневя объема, 


Даны сфера съ цевтромъ О и точка „4 этой сферы, Пере- 
м$»нная офера О’нызеть внутреннее касан!е во сферою О 
въ точкф 4. Кь оферЪ О’ проведена касательная плоскость 
„ВС, параллельная плоскости, касательной въ 4. Около 
сферы О описанъ кокусъ, касающийся этой сферы вдоль 
вруга оБчешя сферы О н плоскоетн ВС. Изучить’ изм$- 
нешя объема, заключеннаго между боковою поверхностью 
этого ковуса и поверхностью пояса ВАС. 


Даны кругь О ращуса Ю и касательная ГГ’ къ этому 
кругу; на касательной взяты дв$ точки Чи В, разотояе 
между которыми АВ==а, н въ плоскости кругь въ ту 
сторону отъ касательной, въ которой лежить кругъ, взята 
точка С на разотояни # оть касательной; образуется тре- 
угольникъ (ВС. Проведена нараллель МО къ касательной 
Т1/ на разотояни м оть нея; пусть МА/и РО суть отрьеки 
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этой параллели, опредёленные соотвЗтетвеяно кругомъ и 
ру 
г при 


треугольникомъ: Изучить изыЪнешя отношеня 
возрастан х отъ О до 2А. 


Изучить изминеня радуса круга, вписаннаго въ леремжн- 
ный равнобедренный треугольникъ, равныя стороны кото- 
раго имЗють постоянную н данную длину. 


Даны прямоугольныя оси ОХ и ОУ и точка Р на сои 
ОУ; изучить нзмвнешя угла <, полученнаго отъ соедние- 
шШя точки Р съ двумя неремЗиными точками Ми М’, 
эзятыми на оси ОХ и перемфщающимися ‘такимъ обра- 
зомъ, что отношен!е ихъ абоциссъ. обтается постояннымъ. 


На каждой изъ граней куба съ перемённымъ ребромъ 
2х построена правильная пирамида такимъ образомъ, что 
во шесть пирамидъ расположены внз или внутрь куба 
н имфють одну н ту же высоту; дана полная площадь 
24а? построеннаго иногогранника; изучить изифненя объема. 


Дана, попуокружность, оннсаниая на -4В, какъ на МаметрЪ; 
иериендикуляръ кь даметру «4В вотрёчваеть д1аметръ и 
полуокружность въ точкахъ С н 0; на этомъ перпендику- 
лярз беремъ, оть очки С, въ направлен СР, дливу 
СЕ, равную МС, и соединяемь точки Р’и Е съ точкамы 
Чи В. Изучить изифнени отношеншя объема, производи- 
маго вращешемь вогнутато четыреугольника 4РВЕЛ 
около 42, къ суммВ объемовъ двухь сферь, имфющихь 
дметрами ЧС и СВ. 


Даны полукругь МОВ и прямая 47, образующая съ АВ 
острый уголь а; въ какой нн есть точЕё С деметра АВ 
зозотавляемъ кь этому даметру перпендикуляръ СО, 
вотрьчаюний окружность и прямую 412 въ точкахъ 2 нЕ. 
Изслёдовать измьненя выражешя СР -- СЕ при перем*- 
щен С отъ. В кь М и, на осковани сего изолдованя, 
заключить о числВ рёшен уравненёя: 


СЬ--СЕ 


ГдВ { есть данная длина, 


76. 
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. Дала полуокружность даметра. 4В и черезь какую ки 


боть точку М касательной въ В проведена параллель къ 
даметру АВ, вотрьчаюлщая полуокружность въ хочкахъ 
Рад. Изучить изызнешя суммы ВМ-- РО, 


Дана прямая, точка 4 на этой прямой и точка Б вяЪ 
ея. Найты нз, прямой такую точку М, чтобы движущаяся 
точка пробъгала пространство М со скоростью т и про- 
странотво МВ со скоростью /вВЪ наименьшее время. 


На данной окружности О взяты двз точки Ч и В, при 
чемъ уголь МОВ равенъ данному углу ®; проведены двз 
переменныя окружности, касательныя къ данной окруж- 
ностн въ точкахь М и Ви касательныя между с0б0ю; 
изучить изыЗнешя суммы ихъ радусовъ; знбиинии иЖЪ 
суммы. 


Дань кругь радлуеа А и разоматривается равлостороний 
треугольникъ, вписанный вЪ меремюнный кругъ, концен- 
трический данному кругу; на сторонахь этого равносто- 
ронняго треугольника, какъ основайяхь, построены равно- 
стороне треугольники, имвющ! верщины на данной 
окружности, и ностроенъ тетраедръ, основане коего есть 
разсматриваемый треугольнике, & боковыя грани суть три 
лостроенныхь треугольника; изучить измюненая объема 
тетраедра. 


Разсматриваются оферическе секторы, производимые вра- 
щевями различкыхь круговыхь секторовъь около одной 
изъ ихь сторонъ; изучить измюненая поверхности подоб- 
наго сферическаго секторе, имфющаго данный объемъ, 
при измфнешхк рашуса пефемпнной сферы, коей при- 
надлежить оекторъ. 


Изъ точекь О н О’, расположенныхь на, разстоящи ОО’.-За, 
хакь центровъ, проведены двф равныя окружности ра- 
дуса В; оть точки М, середины ОС’, въ направлеши 
МО, отложена длина МА и черезъ точку 4 проведена 
въ окружности О хорда ВС, перпендикулярная кь ОО’; 
совдинлемь ОР и черезъ точку В проводимъ параллель 
ВВ’ къ ОО’, вотрьчающую въ В’ окружность О’; соеди- 
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няемъ О’В’ и строимъ такимъ образомъ равнобедренную 
трапешю ОВВ’О’ найти выражене объема, производи- 
маго вращенемъ этой трацещи около ОО” истолковать 
это выражене для отрицательныхь значе х, если двь 
окружности переофкаютоя, и изучить измюненйя этого 
объема. 


Давы двЪ взаимно перпендикулярныхь прямыхъ ОЛ и 05 
и точка 1 на ОР въ растоязи а оть точки 0; равома- 
кризается перем яный прямоугольный треугольникъ АВС, 
удовлетворяющий усломямъ: одна изъ его вершыеь ле- 
эвнть въ 4, вершина прямого угла В лежить на 05, его 
площадь равна плошади квадрата, построеянаго на 0.4; 
изучить измюненйя объема, производнмаго врашенемъ 
треугольника „ВС около О5. 


Правильная восьмигранная усфченная пирамида описава 
около сферы даннаго радуса Ю. Изучить измюнешя вя 
объема при измьневи наклона ея боковыхь граней кь 
основайямъ, Лнинит будеть имфль мото при превра- 
шенш пирамиды въ призму. 


Прямолинейный отрфзокь данной длины 2 искривленъ 
въ дугу круга меремьннага радуса; изучить изменял 
площады сегмента, заключеннаго между дугою и ея хор- 
дою. Махипит будеть имфть м%ото, когда дуга, образуеть 
полуохружность. 


Изучить измюненя выражен: 


а при зозрастави ^ отъ 0 дот. 


275 при воарасташи хоть 0 до 2т, 


Е в тд аи 65 суть давныя числа, 


пры возрастани х отъ 0 до х. 


4°. у= Е и, тд аи $ суть данныя числа, при 


возрастав{и м оть 0 до м. 
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5°. у=б” х ой (а — ), ГДВ ив и и суть два, даниыхъ 
цфлыхь числа, при воарастави ^ оть 0 до 2т. 


5. _ 3-я р 
5°. У=-зих ТАВ о есть данный положительный 


уголь, менышй =, при возрасташи х отъ 0 до *. 


ТР. у=(р-— м) ба х-- (т № С «фт, 
гд% п есть данное количество, при возрастати Е 
оТЪ 0 до Эм. 


83°. ут 28 Эт и— А, 
тд «хх *. 


Данъ отрфзокь АВ==а и перпенцикуляры къ нему въ 
вго концахь. Найты на этихъ перцендикулярахь тамя 
двЪ точки Ди В, чтобы ВВ’=2.А.М’ н чтобы тангенсъ 
разности угловь ВМВ’ и ИВА’ быль равенъ данному 
числу 2. Малинин #. 


Вписать въ секторъ круга прямоугольникь тахвиалу, 
основаше коего было бы параллельно хордВ сектора. 


Йзъ точкы О ребра двуграннаго прямого угла, взятой за 
центръ, описана, на, одной изъ граней окружность ращуса ›; 
черезъ точку ‚5 того же ребра, расположенную на разотоя- 
ви 4 оть 0, проведена на другой грани прямая 5А, 
составляющая 6ъ ребромъ даниый уголъ «. Требуется найты 
на окружности О точку М, разстояие коей оть прямой 
5. было бы мадтиил. 

Даны два равныхъ круга О и О’, имвюшще внЪшиее ка- 
сав!е въ точкф 2; проведена какая нибудь хорда ВС, 
параллельная ОО’ и ветрёчающая круги Он О” соотвфт- 
ственно въ точкахь В н С; изучить изминеня площади 
треугольника (ВС. 


Даны два равныхьъ круга О.и О’, имфюхые вифинев ка- 


90. 


УПРАЖНЕНТЯ, 85 


©ян16; проведены радусы ОМ и О’М’, одинаково наклонея- 
ныв къ 00’; изучить изльненя площади треугольника, 
ОО’ММ, взявъ за неизвЪетное уголь МОС’, и доказать, 
что, при тахииииа трапеши, О’/М перпендинулярна къ О’М. 


Даны двЪ окружности О и О’, пересвкающияея въ двухъ 
точкахь 1 и 2; черезь точку 4 проведена какая ни есть 
сВкущая, концы которой лежать на об$ихъ окружностяхъ; 
соединяемъ эти концы сфкущей съ точкою В}; изучить 
измюнемя площади образоваинаго треугольника. 


8 РМ. Интегралы 


А. Неопредфленные интегралы. 


(Ш роизвольное постоянкое, для сбережен!я мфете, не вяедено). 


Г. Примёры на ивтегрироване степени. 


2 1 


5. Г Буа. в. 


7. 5д? — 6х -| 
Дея 


5 


Дет ы 


х 


> 


а, .8 8 и 
, в На хак ах В хе т -- ха. 


— в 4, 

ам Ре в + 

30. ИЕ 2 У, у х* 1 из-- 
` зу 
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И. Примфры на интегрироване при помощи формулы: 


р 
, Г ки ива С. 


ие -Е 9, 


14. ПЕРЕН 


16. Г дапкиа х == Вх — и (озх. 
17. ДД сывьах = ори. 

Этзах 1 
18. Г прав 08 (а 4-6 Св 2). 


1. трее Ев 


И. Примёры на интегрирован при номощи разложеня подъ- 
интегральной функщи на слагаемыя. 


20. бестия еле йх Ге аа 


+в) 9 |9 аи еб). 


2—5 


А в -- 1842 — 10% 8 Е 7 50 р 
м. 1 реа?) 


22. = ито @ ее -Н9. 


о А 7 6 1—5). 
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25. 


26. 


27, 


28. 


36. 


31. 


32. 


33. 


— 4 — 


2} 


те ег-д 


ве), 
на основани чего: 


ы 1 
аниЕтАя БР - =) че -о. 


а = 8 (0 (х— 5) — Зе («ГИ 


ий а алое) вое. 


1 1 а 
але онттЕ, 29. т 
Белы трехчленъ л?--2ах +6 имфетъ равные корни а -- В, 10 


еее Линее 


1 АН-УЯ . 
уе 108 э--УЯ ^ 


ати 
ха” 


:| аут Юя Ы— 


Д Чи Е о 
З& 1 
вре в ше о я: 


Если трехчленъ 4? 2ау--5 имфеть мнимые корни, такъ 
910 @°—2<0, или 6 —в*>0, то поступаемъ такъ: 


"их тж р’ . 
Дзыарь в 5, Е 4 / та 1$ 


ат 
ах 


А-а ат + Гора 
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Послёднй интегралъ вычисляемъ при помощи подотаяовки 


- И окончательно получаемъ: 


- 6 зе ов (2х 10) — фас ш- т. 


С -- 23 УВ акс - 


35. _= У 50 де шх у >. 
8 . 
37. 258 4х = атс 4х и 8. 
+ Уз 2 
: 1 о 
38. я Чх=е У ас 0х ит, ТДЪ @аё > 0. 


1У. Приифры на ивтегрироване при помощи замфненя 
перемфннахо. 


Въ нижесльдующихь примфрахь интегрирован!е совер- 


шается при помощи введея перемфнной у, представляющей 
тоть корень, который входить въ подъинтегральную функц!ю. 


5) 


= ЗИ 4—5 +94 


з 


39. ГзугрВ к-р УФЫ (Чт. 


®. 


их 
ы 


30 УПРАЖНЕНТЯ, 


= Вузы ‚ БТ. Гу г эзИетых. 


а РИ 


50. 


52. 


ии) УХЕ 


53. 


54. 


56. Гут = У 


(урзужча и У;)). 


Е Уз 1+ 
5 


Равсмотримъ интеграль - 
р р У 


Нели с>0, то вводимъ перемнную: 


вх УЕ = Уз ге, 


откуда Ч: =“ 


45, и, елъдовательно, 
6 


с 


И: 42. 
Уааы-аей = ое > 


1 . 
= юе | 6-х Ур . Иа-- бя |. 


]. 


= [ры ус. Урнов 
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Если с<0, то можемъ писать: 


ах —_ Ю ` _. 
УХ Уаевя = У — в — бы 


Положивъ: я = 


‚ найдемъ: 


8: 
Уй— в 


9 р ОЕ. 
У2 28 4 са У У ас 


Преобразовае се невозможно, вслы 43—ас==0, но тогда 


Узы уг+ уз, 


и интегралъ легко опредзляется. 


мыя числа, но и подъинтегральная функщя 


Поли — ас < 0, то предъидущая подстановка вводитъ мни- 


представляеть мнимое число при веякомъ ^, и0о трехчлень 
а-|-25х | су? предотавляеть отрицательное чноло при всякомъ 
д, води ск 0 и ®— 60. 


8—= 


У“ 
о (ы= У. Уаыя) . 


= — ав бт 


= и . 


в (6-е 


ох. 


атс эн 


42 УПРАЖЕЕНТЯ. 


т 
атс Эт (- =). 


ур”: 5% (5 #1), 
тра 


5 : 
И Ия 


= И 1 
„/ эта. 


Слёхующще интегралы получаются при помощи подета- 


НОВКИ; уе". 


дтх 


69. [оках т. 70. Рура 


пе" — 1 й { 
71. В рае. тетке и". 
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Е Г 


9" — 4 


4 
79. рае в и) — чу. 


При помощи соотв тотвенныхъ подетановокъ: у == их = и 


= 


= мия ( «+ =) получаемъ: 


4х ат а--1 
81. Изя и (р т), (=>, 


Если в==1, 10 


БЕ: 4% = 
82. -— 1 . 
Ут ИД 5 


—в/. 


44 


86 


87. 


88. 


© 


30. 


УПРАЖНЕНТЯ, 


, Д. ах 


аг 
азии ра Эх Соя Сов Григ 4%), 


ан ъ 
асе уз вв [Из 


р 


м 1 
ИЕ = у 


‘Зи я Соз хх 1 


ох в 


719 боя ^— 


4х 1 
Ел 


ария ий 


2х 
@7с1 = |. 
ея 
Со5х 
ас {5 (в Св) — 2 - 


[ах - р (@ Соз и | 52| . 


96. 


39. 


У. Примфры на интегрирован!е по частямъ. 


(Формула: Г. зи’ щх == ии — | зи’ах). 


Две нета — ВВ В.В Ь. 2.8) 


92. Гань -- думы = а д Ваня 
93. Сова бан и Соз а. 
94. сев Элх = ее 3 х Сз «+= . 


35. Гели = — 5х Созх. 


Аду 
. = ум 1— ах = 
в: у + Ду 
= — Ут 9 - веб я — а, 
я 
Лодка: Тор иди 
сете — орзи— ГЕ. 
. Габовяйы == ЯР (ловя — р). 


Гесея хах == (м — 3) Эти -- 9% Созх. 


48 УПРАЖНЕНТЯ. 


[Де Эёрлйь ==е, бррх — |2 (05 мах. 
100. 
#7 Соб лая = в" Созх -- | е° 5 мах. 


191. атс Зи ках == зат Эт х-- УТ 


102. ес лана иах == хат ати — к афэ. 


103. ПУ Е г атс Эт = р уе—а?. 
= Ш— я 


104. Гуз д‘ аж== = атс = | # у 5 


105. Дате миг хр г № ож иг х Щи атс вив д) == 


= (+ р атс анк =) атс шие к — Юя ут. 


105, 


рее = [ес т ха (—- УТ х 


== (пис 5 м) Ут. 


107. Ия 5 = в 5% => 
==(2-|-х) а 5 — 


108. . (ое таня (рр м)" п д (ок =)" -1 ах. 


ав 


ди 


109. = И па = ту (пе =). 


110. Да-за Е = ое ;— Юр х— 


— 165 — 6—9. 
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4х 


113. Гек (ао) ак 8 (2-6) —2х { вая . 


48 


112. [хор 59 а 1 ира. 


Б. бнредвлениые интегралы. 


р ы 
113. Дт в т фе: — +. 114. Дм. 


= 


р . 
ив. боры ив. 116. / а мые. 
0 “ т 


117. 


119. 


121. 


С оев--- юз. 122. Гута =. 


= 


р 
123. [ак утра =. 
; 


129. еде. 130. / хе вх 
5 


48 т 1 Еь 
№ Ив... 

<> 

13, Де] 
а 

133 и в 2 

/ я 
135, / 5 аа =1— УТ. 
187. Л (оз к —пуибх == 0,6848.. 


з 


= 
139. Гео Ей 
# ка 


141. 


Ущевеве сете 


Тарзь  фращиях 
а & г. 
в. 


у 


= 


т 
136. / 2а Зи ух = 49. 


1— Саз вк 


т 


п 
138. И Эйр ила == 


к 
140. | 51н Захах ==0, 
[ 


ут. 


т 


я 
142. / 54 Зжах = 
/ 


г 
Ы 


Я 1 
144. /. ана Уйх = -5- йЕ?. 


